Equazione di Schrodinger - problemi unidimensionali - Testi

Esercizio 1. (25Lug94) — Una particella di massa m si muove su una retta ed ¢ soggetta al potenziale

V(x){o’ per |z| >a, a>0,

—v, per |z| <a, v>0.

a) Si trovi un’espressione esplicita (approssimata) per energia del livello fondamentale valida per v molto
piccolo; b) usando la stessa approssimazione, si calcoli la probabilita che la particella si trovi nel segmento
|z] < a.

Esercizio 2. (18Dic95) — Una particella ¢ libera di muoversi su una retta ed al tempo ¢ = 0 & descritta
dalla funzione d’onda

P(z) = Vaexp(—alzl|) .
a) Si calcoli la funzione d’onda nello spazio dei momenti; b) si discuta la normalizzazione della funzione

2
d’onda H1 con H = - sia nella rappresentazione della coordinata che in quella del momento; c) si
calcoli il valore medio di H utilizzando le due rappresentazioni.

Esercizio 3. (23Lug96) — Una particella di massa m, vincolata a muoversi sulla semiretta = > 0, &
sottoposta ad un potenziale V(z) = —v per z < a e V(z) = 0 per > a (v > 0, a fissato). a) verificare
che si hanno stati legati solo se v > vy e determinare il valore di vg; b) verificare che esistono n stati
legati se v,—1 < v < v, e determinare il valore di v,; ¢) supponendo che v = v, + ¢, con 0 < € K v,
determinare (approssimativamente) I’energia dell’n + 1-esimo livello eccitato.

Esercizio 4. (17Set98) — Una particella di massa m si muove sulla semiretta > 0 con barriera impen-
etrabile nell’origine ed ¢ soggetta al potenziale

V(z) = §mw2x2.

Trovare i livelli energetici e le loro funzioni d’onda. Mostrare che la densita di probabilita & periodica con
periodo T = 7 /w.

Equazione di Schrodinger - problemi unidimensionali - Soluzioni

Soluzione 1 (25Lug94). — Riferimento: §1.
Sia F < 0 l'energia dello stato fondamentale e poniamo k = \/2m/|E|/h, a = \/2m(v — |E|)/k. Lo stato
fondamentale 1(x) & una funzione pari e dunque si ha

Acosazx, |z|<a,

P(x) = { Be Rl | |z >a.

Imponendo la continuita di ¢ e ¢’ otteniamo ’equazione per 1’energia dello stato fondamentale

k = atanaa — k~ aa?,
dove si & usato il fatto che sia k che a sono piccoli. Risolvendo 'ultima equazione rispetto all’energia,
all’ordine pit basso si ha

2mav?
Questo dimostra anche che esiste sempre almeno uno stato legato.
In questa approssimazione A ~ B e normalizzando si ricava 2|A|? ~ 1/k ~ 2mav/h?, per cui
e 2ma?v
2 2
Plel <a)= [ [0 do~ 2alaf = 2050

—a




Soluzione 2 (18Dic95). — Riferimento: §3.
La funzione d’onda & gia normalizzata. Nella rappresentazione degli impulsi abbiamo (in una dimensione)

T — a > —ikx ,—alz| — a 2a
P(k) ”277/,006 e dx 1/27ra2—|—k2'

Si vede subito che la funzione d’onda H1 non ¢ normalizzabile. Infatti, nella rappresentazione degli
impulsi H = h2k2 /2m & un operatore moltiplicativo e Hiy(k) — costante per k — oo, mentre nella
rappresentazione delle coordinate, H ¢ un operatore differenziale e ¢ (z) non & derivabile in = 0. In

senso generalizzato Hi(z) = —%[a%ﬁ(z) —2a°/2§(ax)] & una distribuzione singolare (il quadrato non &
definito!). Il valore medio di H si ricava immediatamente nello spazio degli impulsi usando direttamente
la definizione

a2+ k22 2m

2 oo 2
R R

mm

Per calcolare il valore medio di H nello spazio delle coordinate osserviamo che 9’ (z) appartiene allo spazio
di Hilbert del sistema (& soltanto una funzione discontinua in & = 0), per cui possiamo scrivere

52 [e'e) 7.712 2
o) =5 /0 W)= "0

()= 5

Soluzione 3 (23Lugd6). — Riferimento: §1.
Poiche siamo interessati a stati legati, poniamo E < 0, a = /2m|E|/h, k = /2m(v— |E|)/h. La
soluzione a quadrato sommabile e che si annulla nell’origine & data da

Asinkzx, 0<z<a

vy ={ gt 05T

Imponendo la continuita della funzione e della derivata si ottiene la condizione

2mua?

2
Le soluzioni si ottengono graficamente dall’intersezione delle due curve precedenti. Si vede che si hanno
soluzioni accettabili solo per & > &, = 7/2 e n soluzioni (quindi n stati legati) se &,—1 < £ < &, con
&, = (2n + 1)7/2, a cui corrisponde v,, = h*€2/2ma® (n > 0).

Se a partire da v,,, v cresce di una piccola quantita e, anche £ e 7 crescono proporzionalmente a €, come
si puod vedere analizzando la soluzione grafica (ma non & necessario). Per trovare ’energia approssimata
dell’'n 4 1-esimo livello eccitato, poniamo £ = &, + §. Approssimando le equazioni sopra otteniamo

77:_£C0t£7 772+£2: ) f:ka, n=aa.

Uw(fn+5)5”v§n5v 6'\’2767

da cui B4 = —ma2€2/2h2.

Soluzione 4 (17Set98). — Riferimento: §12, §1.
Gli autostati del sistema sono le funzioni di Hermite ¢,,(x), con n dispari, che soddisfano ’equazione di
Schrédinger e si annullano nell’origine. Quindi

z) = Ape " 2H(\/ax a="%

¢n n b) h )
1

E,=(n+ §)hw, n=1,3,5,..

Dato uno stato qualunque v (z,t) si ha

’(/J(Q?,t) = Z qubn(x) e_iEnt/h ,

n=1,3,5,...
W)= > chendh(@)dr(z) el TR
n,k=1,35,...

Ogni termine della serie precedente dipende dal tempo mediante un esponenziale del tipo e®“* con
p=20,2,4,06,..., e dunque & una funzione periodica di periodo T = 7/w



Buche di potenziale - Testi

Esercizio 1. (7Gen94) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi su un segmento di lunghezza
a (barriere di potenziale impenetrabili agli estremi x = 0 e z = a). La particella si trova nello stato
fondamentale con energia F; quando la barriera in x = a viene istantaneamente spostata nel punto
x = 2a. Calcolare la probabilita che in un istante successivo 'energia della particella sia ancora la stessa

(En).

Esercizio 2. (14Mar94) — Una particella di massa m & libera di muoversi su un segmento di lunghezza
a (barriere di potenziale impenetrabili agli estremi z = 0 e x = a). La particella si trova in uno stato
rappresentato dalla funzione d’onda

| Az(a—x), 0<z<a,
1/)(30)—{07 <0, z>a.

a) Determinare il valore medio di H. Se si effettua una misura dell’energia, determinare b) quale & il
valore pilt probabile, ¢) la probabilita di ottenere un valore pari a E = 9h%n2 /(2ma?).

Nell’istante ¢ = 0 vengono tolte le barriere agli estremi z = 0 e x = a. Determinare d) quale ¢ la
probabilita di trovare la particella ancora nell’intervallo [0, a] dopo un tempo grande ¢ — co.

Esercizio 3. (23Giu94) — Una punto di massa m si muove sul segmento a < z < b (0 < a < b) con
barriere di potenziale impenetrabili alle estremita ed & soggetto al potenziale V(z) = —v/z2. Si chiede:
a) trovare tutti i valori v,, di v per i quali si ha uno stato legato di energia nulla; b) usando il metodo
perturbativo al primo ordine in €, si trovi il livello energetico vicino a zero quando v = v,, + €.

(Si suggerisce di cercare soluzioni del tipo (x) = x®).

Esercizio 4. (1Dic95) — Una particella di massa m si trova in una buca infinita di potenziale di larghezza
a (|z] < a/2). Al tempo t = 0 si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda

U(x,t=0)= % [1 + 2sin (%)} cos (%) .

Calcolare: a) Pevoluzione temporale dello stato della particella; b) il valore medio dell’energia; c) la
probabilita di trovare la particella in > 0 al generico istante ¢.

Esercizio 5. (26Feb96) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi su un segmento di lunghezza 2a
(barriere di potenziale impenetrabili agli estremi |z| = a). La particella si trova in uno stato rappresentato

dalla funzione d’onda
A(a? — 2%, lz| < a,

w(x):{o’ 2| > a.

Determinare: a) il valore medio di H; b) il valore pit probabile se si effettua una misura dell’energia; c)
il valore medio di H?. d) Scrivere I'espressione della funzione d’onda del sistema in un generico istante ¢
successivo.

Esercizio 6. (27Giu96) — Una particella di massa m si muove in una buca unidimensionale con potenziale

0, |z|<a,
v, |z]>a.

V(z) = {

Si consideri lo stato fondamentale e si trovi un’espressione approssimata esplicita per la funzione d’onda
valida per v molto grande. Utilizzando questa approssimazione, si trovi il valore medio (V') e la dispersione
AV del potenziale.

Esercizio 7. (4dMar97) — Una particella di massa m & libera di muoversi nel segmento 0 < z < a (barriere
di potenziale impenetrabili agli estremi). Il suo stato & descritto dalla funzione d’onda

Axsin ©F O<z<a,
1/1(:0){07 <0, z>a.



Determinare: a) la costante di normalizzazione A; b) il valore medio della hamiltoniana H; c) i coefficienti
dello sviluppo in autofunzioni di H; d) il valore medio di H?; e) il valore medio di z al generico istante t.

Esercizio 8. (22Lug97) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi su un segmento di lunghezza
a (barriere di potenziale impenetrabili agli estremi £ = 0 e = a). Al tempo ¢ = 0 la particella si trova
in uno stato stazionario ¢, con energia F, quando la barriera in z = a viene istantaneamente spostata
nel punto z = 2a. Calcolare: a) il valore medio dell’energia in un generico istante successivo t > 0; b) la
probabilita che all’istante ¢ ’energia della particella sia cambiata.

Esercizio 9. (23Feb99) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi su un segmento di lunghezza a
(barriere di potenziale impenetrabili agli estremi |z| = a/2). La particella si trova in uno stato rappre-
sentato dalla funzione d’onda

Ax(a® — 427%) |z <

w(x)_{ 0, |z| >

Determinare: a) il valore medio di H; b) il valore pit probabile se si effettua una misura dell’energia; c)
il valore medio di H2. d) la probabilita di trovare la particella in 0 < x < a/2 al generico istante t.

NN

Esercizio 10. (8Giu99) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi in un quadrato di lato a
(0<z<a,0<y<a)esitrova in uno stato rappresentato dalla funzione

T T T T
(x,y) = sin — sin Y [acos — + Bcos Ty ’
a a a a

dove « e (3 sono costanti. Determinare:
a) il valore pilt probabile se si effettua una misura dell’energia e la probabilita di ottenerlo;
b) la probabilita di trovare la particella nel rettangolo 0 < x < a/2 al generico istante ¢.

Esercizio 11. (8Mar00) — Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi su un segmento di lunghezza
a (barriere di potenziale impenetrabili in x = 0 e x = a). Al tempo ¢ = 0 si misura la sua energia e si
trova il valore
_ 8m2h?
"~ ma?

)

e rapidamente si sposta la barriera di destra nel punto = 2a. Al generico istante ¢ > 0, determinare:
a) la funzione d’onda della particella;

b) il valore piti probabile se si misura nuovamente I’energia;

¢) la probabilita di trovare la particella ancora nell’intervallo (0, a).

Esercizio 12. (14Mar01) — Una particella di massa m & libera di muoversi in un quadrato @ di lato
a (barriere di potenziale impenetrabili sul bordo) e si trova in uno stato rappresentato dalla funzione
o Ary(a— )(a ) (2.9)
Ty\a —xjla—y), z,y) € Q,
T,y) =
se ={ 3 (r.9) £ Q.

Determinare:

a) il valore medio di H;

b) il valore medio di H?;

Si misura ’energia della particella. Determinare:

¢) la probabilita di ottenere I’energia dello stato fondamentale;
d) la probabilita di ottenere 1’energia del primo livello eccitato.

Esercizio 13. (11Giu0l) — Una particella di massa m si trova in una buca infinita di potenziale di
larghezza a (0 < x < a) e per t = 0 si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda

. T X
P(x)=A sin — (1 + cos 7) ,

dove A & una costante di normalizzazione.
Al generico istante t si chiede di calcolare:



a) i possibili risultati in una misura dell’energia e la probabilita di ottenerli;
b) i valori medi di H e di H?;
¢) la probabilita di trovare la particella in z < a/2.

Esercizio 14. (9Set03) — Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi in un quadrato di lato a
(Q=[0<z<a, 0<y<ad]). Simisura la sua energia e si trova il valore E = 5(nfi/a)?/2m.

a) Scrivere la pil generale funzione d’onda che rappresenta il sistema dopo la misura.

b) Calcolare la probabilita di trovare la particella nel quadrato

Q1=0<z<a/2, 0<y<a/2
¢) Dire qual’® la probabilita di trovare la particella nelle tre regioni
Q2=[0<z<a/2, a/2<y<a,

Q3=a/2<z<a, 0<y<a/2],
Qi=la/2<z<a, a/2<y<al

Buche di potenziale - Soluzioni

Soluzione 1 (7Gen94). — Riferimento: §2, §7.

La funzione d’onda all’istante ¢ ha lo sviluppo del §2 dove le autofunzioni ¢, (z) sono quelle corrispondenti
alla particella libera nella buca di larghezza 2a (Nota: 0 < x < 2a), mentre lo stato iniziale ¢(z)
corrisponde allo stato fondamentale della particella nella buca di larghezza a. Si ha

¢(x):{ \/gsin’%, 0<z<a,

0, r<0, x>a.

Si noti che 'energia iniziale della particella & = h?r2 /2ma? = E,, dove E, & lenergia del primo livello
eccitato del sistema. La probabilita cercata ¢ dunque |ca|? = 1/2, poiche

cQ=(¢,¢2):?/O sinz% x:%.

Soluzione 2 (14Mar94). — Riferimento: §7.
Dalla normalizzazione otteniamo A = 1/30/a®. Per ricavare il valore medio dell’energia conviene usare
direttamente la definizione

5h?

ma?

Per ricavare il valore piu probabile si deve sviluppare lo stato in autofunzioni. I coefficienti dello sviluppo

sono dati da
8v15
= (Yn, ¥ \/7/ Sln—a—ﬂc)xdx— wigs o =130,
0, n=2,4,6,...

da cui si vede che il valore piu probabile & I’energia dello stato fondamentale £, = h2m2 /2ma? con prob-
abilita 0.998. 11 valore E = 9h?72/2ma? corrisponde al secondo livello eccitato (n = 3). La probabilita
di ottenere tale valore & |c3|? =~ 0.001.

Dopo la rimozione delle barriere la particella € libera e quindi la sua funzione d’onda al tempo ¢ sara data
dal pacchetto d’onde

U(,t) iha=et) g |
(1) \/ 2m / fik



dove w = hk?/2m = E/h e f(k) & l'antitrasformata di Fourier di ¥(z,0) = ¥(x) (condizione iniziale,
nell’istante in cui vengono tolte le barriere). Si ha

1 [ - 2Ae—tak/2 k k
f(k)= —/ Az(a — m)e_””“ do = e (2 sin e ak cos _a) .
V2r Jo V2rk3 2 2

Si noti che f(0) = Aa®/6v/2m. La probabilita (al tempo t) di trovare la particella in 0 < z < a ¢ data da

ei(k—k')a _

PO<z<a,t)= /Oa |U|2 dx = % //_OO F(k) f* (K)ot [z(k—k’)ll dk dk’ .

Poiché siamo interessati a grandi valori di ¢, facciamo il cambiamento di variabili k — k/v/t, k' — k' /\/t.
In tal modo si ottiene

73(0<ac<a,t)~%0)|2

2 2
/00 e—ihk2/2’m dk” _ malf(0)| .
27t

a ht

— 00

Per la probabilita richiesta si ha infine P(0 < z < a,t) ~ f;’:r‘;; valida per grandi valori di ¢.

Soluzione 3 (23Giu94). — Riferimento: §1, §13.

L’equazione di Schrodinger per E = 0 diventa ¢ + fip/z> = 0 (8 = 2mwv/h?), che ha due soluzioni
indipendenti della forma z® con a(a — 1) + 3 = 0. La soluzione pili generale & la sovrapposizione delle
due e dunque

1++v1—-4
P(z) = A1z + Agz®? ayp = % .

Imponendo le condizioni al contorno ¥(a) = ¥(b) = 0 si ottiene

b\ 2win
— =1 = ] — Qg = ——— nexZ
a log(b/a)
e Ay = —A1a*~ 2. Vediamo dunque che ci sono infiniti valori v = v,, per i quali esiste uno stato legato

con energia nulla. Si ha

2 . 2
h 2mi n
v, = — 1+ 5
8m log 2

La costante A; si ricava dalla normalizzazione. Nell’eseguire il calcolo si osservi che

707 {amiEnni

a o +a; =0 —az,

Si ottiene cosi

|A|2_4+|a1—a2\2 _ 4 [ n m2n? ]
= b2 = 2
a(ez—1)  a(zE-1) (log 2)
Se v = v, + ¢, allora V(z) = —(v, + €)/2? e, al primo ordine perturbativo, I'energia del sistema diventa
2
—£ 8¢ (log 2) 2n?
By = (¥, —q) = — o) 114 .
Un, (1/) 72 1/’) a2 (Z_z _ 1) (log 3)2

Soluzione 4 (1Dic95). — Riferimento: §8, §2.
Lo stato del sistema e gia normalizzato ed ¢ la sovrapposizione dello stato fondamentale e del primo
livello eccitato. Infatti:

cos — +sin — | = —y(x) +
a

1 T 2rx 1
va a



dove le 9, (z) sono le autofunzioni. Per determinare il valore medio dell’energia conviene usare la formula
del paragrafo 2. Quindi

1 1 h’r? 5
E=-FE1+-F=———.
R R T
Al generico istante t si ha

U(z,t) = %

La probabilita di trovare la particella in > 0 € percio

a/2
/ |V (z,t)|* do
0

1 a/2 a/2
= 3 [/o b1 (2)[? d;v+/0 ()| da

‘ a/2 ) a/2
+e”(E2*El)/ﬁ/ V3 (x)Y1(x) dx+e’”(E2*E1)/ﬁ/ Y1 (@) (x) dm]
0 0
1 N 4 Ey — Ey ¢
= 5 +3-cos - :

Soluzione 5 (26Feb96). — Riferimento: §1, 2 e 4.
Dalla normalizzazione troviamo A = 1/15/16a°. Il valore medio di H si ricava direttamente dalla
definizione

B (1) 4+ e B Py )]

Pz > 0,t)

AR? [ 5h°
H) = Hy) = — dr = —— ~ 1.01F
< > (wa w) m /., ¢($) €z Ama2 1,
dove E; = h27r2/8ma2 ¢ lenergia dello stato fondamentale. Vediamo che 'enrgia media ¢ di poco

superiore a quella dello stato fondamentale e quindi ci aspettiamo che il valore piti probabile sia proprio
E;.

Per ricavare il valore medio di H? si deve fare attenzione al fatto che Ht non & nel dominio di H (&
discontinua nei punti estremi). Si pud procedere nel modo seguente

15
(H?) = (Hy, HY) = ||HY||* = -5 ~ 1.23E} .

Per determinare il valore pitt probabile in una misura dell’energia si deve espandere v in autofunzioni.
Poiché v € una funzione pari, avra solo componenti con parita positiva. Dunque

. \/ia ffaw(x) cos L = 78‘/622;1(;”/2) , n=1,3,5,..
0, n=246,.

h2r2n?

E, = n=123,..

8ma?

Vediamo che il valore pit1 probabile & 'energia dello stato fondamentale E; con probabilia |c;|? = 960/7¢ ~
0.998. Al generico istante t, la funzione d’onda & data da

1 nrr _;
Uz, t)=—F— ) —— e iEnt/h
(z,t) 2 .cn cos ——~e
n dispari

Soluzione 6 (27Giu96). — Riferimento: §1, §8, §4.



Lo funzione d’onda dello stato fondamentale & simmetrica e si puo scegliere reale. Quindi

[ Acoskx, |z|<a,
Y(w) = { Be=ell x| > a,

dove A e B sono costanti, k = vV2mE/h e a = \/2m(v — E)/h ~ v/2muv/h. Le condizioni di continuita

danno
—aa . —aa k
Acoska = Be , kAsinka = aBe , = cotka = —
Q

da cui segue una relazione fra A e B. Dall’'ultima equazione & possibile ricavare un valore approssimato
per lenergia (che non ¢ richiesto). Infatti

La costante A (e quindi B) si ricava dalla normalizzazione

¢ * in 2k 2k
1 = A2/ cos? kx d:c+232/ e 20T dp = A? (a+ sm2k a4 + cos a> ,
a «

—a

1\ 12
A = (a—l——) .
o

Per i valori medi si ha

0o nAQk.Q 2 k

(vm = 211"32/ e 2 dy = %
v N m2h3 yn—3/2
da3a3  4a®(2m)3/2 ’

da cui si vede che il valore medio di V tende a zero mentre il valore medio di V2 (e quindi AV) diverge
nel limite v — oo.

Soluzione 7 (4Mar97). — Riferimento: §7, §1.
Dalla condizione di normalizzazione |[)||? = 1 si ottiene

1272
AP = o
(272 — 3)a3
Si puo scegliere A € IR. Osserviamo che ¥ (x A\/— z¢1(z) e dunque

A 2
HY = Bw- 24,

m 2
(H) = (), HyY)=E A (i 6

SRR Ty 22 -3) "

I coefficienti dello sviluppo sono dati dagli integrali

. nTT
cn = (dn, ¢ \/>/ :csm— SIHT dx ,

da cui segue

G = —4— cn, =0, n=3,57,..

Cp = — n=2,4,6,...



Si osservi che H1 non & nel dominio di H. Il valore medio di H? si deve dunque calcolare nel modo
seguente:

A2ptp2

36
(H?) = (Hy, Hy) = M(?’?’ 4 21%) = E? (1 + m) :

oppure sotto forma di serie
H?) =Y e E]
n

La funzione d’onda dipendente dal tempo &

t) = Z cn(bn e_iE"t/h 5

da cui si ottiene

(x) = (T, 27) Zc ;e BT EDR (g, )

ZC ¢nax¢n +ZCZCJ COS ) (¢27m¢J) .
i#£]

Nell'ultimo passaggio si e tenuto conto del fatto che il valore medio deve essere reale e che sia i ¢, che le
autofunzioni sono reali. L’ultima espressione si semplifica notevolmente, poiché tutti i termini con i # j
sono nulli tranne nel caso in cui uno dei due indici ¢ uguale a 1. Percio

Zc (On, 2¢n) +2clzcncos En = Br)E (P, x01) .

n>2

Osserviamo infine che (¢, (r —a/2)¢,) = 0 (banalmente), quindi (¢, x¢,) = a/2 e inoltre ciz¢, = §1.
Segue dunque

—E
(x) :g 1—1—220 COS Dt

n>2

Soluzione 8 (22Lug97). — Riferimento: §7, §2.
Al generico istante ¢ > 0 la particella si trova in una buca a pareti infinite di larghezza 2a. La sua
funzione d’onda & dunque della forma

Pt = 3 ontula) g = ot K2
7 ; kzlkk ’ T om 442’
1 krx
Yele) = —=sino-, 0<w<2a, k=123,
va 2a
mentre all’istante ¢t = 0 la sua funzione d’onda &
i NTT 2.2 2
(z,0) = on(z) = %smT, 0<x<a, En:hw n_'
0, T>a, 2m a?
da cui
(—1)”+l4n\/§ k=2l
T2 —4n2] =2[+1
2 [ k T[(2I+1)2—4n?] ° )
Ck:(¢n7¢k):£/ sin@sinﬂdx— 1 k=2n
a 0 a 2a V2 ’
0, k=2l ,l#n.

Per I'energia media si ottiene

4h*n? & (20 4+ 1)2
ma? prd [(20 + 1) — 4n?]?

1
£ = Z |Ck|2£k = §€2n +
k



Poiche E,, = &5, la probabilita che Ienergia al tempo ¢ sia la stessa che al tempo iniziale & 1/2 e dunque
la probabilita che sia cambiata & ancora 1/2.

Soluzione 9 (23Feb99). — Riferimento: §8, §1.

Dalla normalizzazione ||1|| = 1 si determina il valore di A a meno di un fattore di fase, vale a dire
105
Al=y/—.
Al =1/ 5.7

La funzione d’onda & continua e derivabile almeno due volte, quindi appartiene al dominio di H. 1l valore
medio si puo dunque calcolare applicando direttamente la formula

2_4 2 d
m —a)2 #a z7) do 5m ma?

(H) = (i H) — 12| A?R° /“/2 _ 2a°|APPR® 21K

11 valore medio di H? non si puo calcolare usando direttamente la definizione, perché H1) non appartiene
al dominio di H (non ¢ continua agli estremi). Infatti

2
Hw:(lQéZx’ .T|<%,)
11 valore medio di H? si pud calcolare usando la formula
) , 630m*
(H7) = (HY, Hy) = [[HY|I" = —— .

Poiché la funzione d’onda ha simmetria definita (& una funzione dispari) la probabilitd di trovare la
particella in 0 < z < a/2 & uguale alla probabilita di trovare la particella in —a/2 < z < 0 e dunque vale
1/2 in ogni istante. Per calcolare il valore pitt probabile dell’energia si deve sviluppare la funzione d’onda
in serie di autofunzioni della hamiltoniana. Poiché la funzione & dispari, nello sviluppo compariranno
soltanto seni. Dunque

2 nmwx
- ~ah= = — [ Z4in T —92,4, ..
by = S v v ¢}ma, n=24,

n>2,part

Posto n = 2k, ¢, = b, (k> 1) si ha

9 a/2 ok
b = (Yops ) = \/;A/ o z(a® — 42?) sin ™

a
B & 3V105
= (=1 k3

Si vede che il valore pitl probabile dell’energia & E; = 2h%7? /(ma?). La probabilita di trovare questo
valore in una misura dell’energia & |by|? = 945/7¢ = 0.98.
Nota: Dalle formule

(H) =" |eal?En (H?) = |en*E2

si ricavano le somme delle serie

1 =1 72
2o 2@

Viceversa, supponendo note le serie numeriche precedenti, si ricavano rapidamente i valori medi di H e
di H?.

Soluzione 10 (8Giu99). — Riferimento: §7.



E’ immediato verificare che

2 2
Yz, y) = & sinﬂsin@+é sinﬁsimﬂ
2 a a 2 a a

— %p¢ﬂ@”0+ﬂwu@wﬂ7

dove Ymn(2,y) = dm(2)dn(y) sono le autofunzioni di H e ¢, le autofunzioni del caso unidimensionale.
Normalizzando la funzione d’onda si ricava facilmente a?(|a|? + |3]?)/16 = 1.

Si vede dunque che ¥ & autofunzione di H corrispondente all’autovalore Eqo = 5h%n2 /2ma?. Questo &
I'unico possibile risultato della misura dell’energia e si ottiene ovviamente con probabilita 1.

La particella si trova in uno stato stazionario e quindi le probabilita non dipendono dal tempo. La
probabilita di trovare la particella nel rettangolo 0 < z < a & data da

a2

a/2 a ) a/2 ) ) ) )
P [ e [Caylop =5 [ de[loPa(@) + 3P0 ()P

dove si & usato il fatto che le ¢,, sono ortonormali nell’intervallo [0, a]. Poiché le autofunzioni ¢, (x — a/2)
sono pari o dispari, si ha banalmente

a/2 1 a 1
2 _ - 2 _
[ @par =3 [Mnp - ;.

Ricordando la condizione di normalizzazione si ha finalmente P = 1/2.

Soluzione 11 (8Mar00). — Riferimento: §2, §7.
L’energia misurata & quella del quarto livello £ = 42h%*72/(2ma?) e quindi, dopo la misura il sistema si

trova nello stato stazionario
¢4(£):{\/gsin4’;z, 0<z<a,

0, r<0, z>a.

Questo e anche lo stato iniziale della particella nella buca di potenziale di larghezza 2a. Le autofunzioni
e i corrispondenti autovalori dell’energia per tale particella sono

by = ﬁsin%, 0<2<2a,
" 0, <0, z>2a.
h27r2 n2
" 8ma?

e la funzione d’onda al generico istante ¢t > 0 ha lo sviluppo
o0
’l/)(l‘,t) = Z Cn '(/)n(z) esznt/h >
n=1

V2 [ Arx | nrx
Cnh = (¢n7¢4) = 7/0 SIHT Sln2—a dr .

Eseguendo l'integrale si ricava

cg =

. 16v2
)[@wup—mh’

—
LSl
A

Cok+1 = k=0,1,2,..

Tutti gli altri coefficienti sono nulli. Si vede che |cg|? > |cn|? (n # 8) e quindi il valore pilt probabile in
una misura dell’energia al tempo ¢ &
8h*r?
Bs =



(che & anche il valore iniziale) e la probabilitd di ottenerlo & |cg|? = 1/2.
La probabilita di trovare la particella nell’intervallo iniziale &

P = /a|z/J(x,t)|2 dz

—Ept1 / nrr . knx
= Z cnckcos n—sin——d
h a Jo 2a
n,k=1
B (B, — Ep)t [sin[(n — k) /2]  sin[(n + k)7 /2]
= Jrnz;ékcnck Cos 7 (n— ) (n+ k)

Si e tenuto conto del fatto che tutti i ¢,, sono reali e la probabilita deve essere reale. Si vede che nella
serie doppia contribuiscono solo i termini con n dispari e k pari o viceversa. Poiché tutti i ¢,, con n pari
sono nulli tranne cg si ottiene

oo

7>:+Z

— 64)72ht
= Y el mu7

8ma?

2
16\/_ [(2k 4+ 1)% — 64]72ht
COS
[(2k +1)2 — 64] 8ma?

n

dove 'ultima somma ¢ estesa a tuttii c,.

Soluzione 12 (14Mar01). — Riferimento: §7, 1.
Senza perdere in generalita si pud porre A = B2 e f(x) = Bx(a — z). Si ha allora v(z,y) = f(x)f(y) e
1wl = 11111

Dalla normalizzazione

_ 2 _ [* 2 _|B|2a5
=P = [ 1P e =

si ottiene |A| = 30/a’. La funzione d’onda appartiene al dominio di H per cui si pud calcolare il valore
medio dell’energia mediante la definizione. Si osservi che Hey = (h2B/m)[f(z) + f(y)], per cui

2
cs=wm = BB [[ouer s somoriaa="2 [ 1o a
B 7EL2|B|2 5 10m°
N 3m  ma?’

Si osservi che 'energia media & di poco superiore all’energia dello stato fondamentale Ey; = 72h? /ma?.
Ci si aspetta quindi che il valore piu probabile in una misura dell’energia sia proprio F1;. Per quanto
concerne il valore medio di H?, si deve osservare che H non appartiene al dominio di H (H1 non &
nemmeno continua) per cui non & possibile calcolare il valore medio di H? usando la definizione. Pero si
puo usare la formula

2
< H? >= (Hy HY) = (h 'B')/ @)+ F(9)? da dy

2(7"13') / / 1@ + £(@)F )] do dy — 1200

Per trovare le probabilita nelle misure dell’energia & necessario sviluppare la funzione d’onda in autofun-
zioni di H e calcolare i coefficienti dello sviluppo ¢;. Si ha

cik = (Vjr, V) = ¢j ek = (¢4, [) / ?;5(

dove ¢;(x) = v/2/asin(jrz/a) e Yr(x,y) = ¢;(x)¢p;(y). Effettuando I'integrale si ottiene

o= VIB Ly

© p373




Si vede dunque che ¢, = 0 se n ¢ pari. Questo significa che c¢;; ¢ non nullo solo se j e k sono entrambi
dispari; cioe

43 .15

:j?’k—?’ﬂ'ﬁ’ j,k:1,3,5,...

Cjk

Le probabilita di ottenere ’energia dello stato fondamentale e del primo livello eccitato sono
2
960
Pr_py, = |enn|® = (F) ~ 0.997

Pe=Bi=Bs = |c12]” + 1> = 2|era* = 0.

11 livello successivo con probabilita non nulla € Fi3 = E3; e si ha

) ) ) 320 °
PE:E13:E31 = |013| —+ |631‘ = 2|613‘ =2 ﬁ ~ 0.003 .
Soluzione 13 (11Giu01). — Riferimento: §7, §1.
Autofunzioni e autovalori della hamiltoniana hanno la forma
2 . nrx h2m2 n?
wn(l‘)Z\/;sulT, ERZW, n:1,2,3,...

La funzione d’onda della particella & la sovrapposizione dello stato fondamentale e del primo livello
eccitato. Infatti

. T T
Y(z) = A sin o (1 + cos 7) = c1h1 + coo = B [ty + 1]

Dalla normalizzazione si ottiene
2

WIE=1BE1+]) =  Bl=z = |al=

5~

2
NGE |ea| =
Al tempo t la funzione d’onda &
U(z,t) == Clwl(l,)efiElt/h + Cquz(x)efmgt/n .

I possibili risultati in una misura dell’energia sono E; ed E, con probabilitd |c1]? = 4/5 e |ca]? = 1/5
rispettivamente.
I valori medi di H e di H? si calcolano rapidamente mediante le formule

8E,  Ah’m?
<H>=|c1]? B+ e By = =1 = -
5 Sma

<H2>—| |2E2+\ |2E2—4E2— h?m? ’
= |C1 1 Co 2 = 1= —ma2 .

La probabilita di trovare la particella in z < a/2 &

/2 1 16 3Eqt
P [ 10 0P do= 5+ o cos
0

157 TR

che oscilla fra 0.16 e 0.84.

Soluzione 14 (9Set03). — Riferimento: §7, §1.
L’energia della particella & quella corrispondente al primo livello eccitato, che & due volte degenere. Le
corrispondenti autofunzioni sono

2 2 2 2rx
1oz, y) = — sin 22 gin 27Y , Yo1(x,y) = — sin 22 gin Y.
a a a a a a



Immediatamente dopo la misura, il sistema si trova in un autostato con energia F. La piu generale
funzione d’onda ¢ (z, y) che rappresenta il sistema & quindi una combinazione arbitraria delle due funzioni
precedenti, vale a dire

7/}(I7y) = 041/)12(1'7y) +/87/]21(I7y) )

con « e (3 numeri complessi arbitrari, soddisfacenti la condizione di normalizzazione |a|? +|3]?> = 1. Con
questa scelta, la funzione d’onda ¢ anche normalizzata.
La probabilita P di trovare la particella in una data regione R ¢ data dall’integrale

_ 2
7’—/R [V (2, y)|"dx dy

e non dipende ovviamente dalla scelta delle coordinate. Dall’espressione precedente segue

P = / | r2(2,y) + B a1 (2, y) | dz dy

a/2
//0 {|0‘|2W12($7y)}2 + ‘6‘2[1!]21(1"9)]2
+(@" B+ af* )12z, y) a1 (z,y)} dedy .

Per ragioni di simmetria si ha

a/2
[ el - / / s ()2l dy
0
/2 2 a/2 2
T . 2my 1
= a2 ; (sm;) dm/o (sma> dy:l’

2
a/2 2 (92 px . 2nx 16
/ Yia(x,y)bo1(z,y) do dy = [—/ sin — sin — dr| = —
0 0

a a a

e quindi
o + 18/ 4 6(e"B+afr) 1 16(e"f+af”)
4 92 4 972

Per calcolare la probabilita di trovare la particella nelle altre regioni, conviene effettuare una traslazione
degli assi e sfruttare le proprieta di simmetria del problema. Scegliamo quindi l'origine nel centro del
quadrato mediante la trasformazione (z,y) — (Z+a/2,§+a/2). Nelle nuove coordinate (Z, 7), la funzione
d’onda assume la forma

P =

- 9 -
z,y) — Y(x,y) = acosﬁsmﬂ—l—ﬂsmﬂcoswy ,
Y Y a a a a

con |Z| < a/2, |§] < a/2. Per passare dal quadrato @ al quadrato @4 basta invertire le coordinate,
cioe (Z,9) — (—Z,—7). Mediante questa trasformazione il modulo della funzione d’onda non cambia (la
funzione d’onda cambla segno) e quindi P; = P4. In modo analogo si trova che il modulo della funzione
d’onda non cambia quando si passa dalla regione Q5 alla regione QX3 e dunque Po = P3. Ovviamente si
ha

1=P1+Pa+Ps+Py=2(P1 +Pa),

da cui segue

1 1 16(a*B+af)
R

La probabilita di trovare la particella in uno qualunque dei quattro quadranti dipende dalla scelta di
Y(x,y). In particolare ¢ la stessa se uno dei due parametri (« o 3) € nullo o pitt in gnerale se a*G+af* = 0.



Coefficienti di riflessione e trasmissione - Testi

Esercizio 1. (16Feb95) — Una particella di massa m si muove su una retta ed & soggetta ad una barriera
di potenziale V(z) contenuta nel segmento |z| < a. Siano T'(E) ed R(E) i coefficienti di trasmissione e
riflessione della barriera, in funzione dell’energia. a) Scrivere la forma generale della funzione d’onda per
|z| > a (ricordare che la complessa coniugata di una soluzione dell’equazione di Schrondinger & ancora
soluzione). b) Si introducono due barriere impenetrabili nei punti = £b (b > a). Scrivere la condizione
che determina i livelli energetici.

Esercizio 2. (14Giu95) — Una barriera di potenziale unidimensionale (simmetrica), centrata attorno
all’origine, ha coefficienti di riflessione e trasmissione R(k) e T'(k).

a) Utilizzando la simmetria @ — —zx, si trovino due soluzioni dell’equazione di Schréodinger linearmente
indipendenti, scritte esplicitamente nelle zone dove il potenziale ¢ nullo.

Si consideri una seconda barriera (simmetrica), centrata attorno a @ = a, con coefficienti di riflessione
e trasmissione R'(k) e T'(k), che moltiplicano onde del tipo exp(£ik(x — a)). Si supponga che a sia
abbastanza grande in modo che le due barriere non si sovrappongano. Si calcoli: b) il coefficiente di
trasmissione T (k), in funzione di R(k), T'(k), R'(k) e T'(k) della doppia barriera cosi ottenuta; c¢) la
dipendenza della probabilia di trasmissione |T”(k)|? in funzione della distanza a.

Esercizio 3. (26Feb96) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi su una semiretta z > 0
(barriera impenetrabile in « = 0) ed ¢ sottoposta ad un potenziale

_J v=costante >0, 0<z<a,
V(x)_{o, z>a.

Per x > a si consideri la soluzione
¢k($) _ e—ikx + R(k)eikz

e si determini R (coefliciente di riflessione della barriera) in funzione di k¥ = v2mE /h per energie E > v.
Si costruisca il pacchetto d’onde

wmw:7%/ﬂmmmfmmﬁ

e si discutano le proprieta del pacchetto riflesso.

Coefficienti di riflessione e trasmissione - Soluzioni

Soluzione 1 (16Feb95). — Riferimento: §8, §10.
Posto k = v/2mFE /h, una soluzione & data da

ikx —ikx
o) = o T TS
Te™™ | T>a.

La complessa coniugata di ¢(x) ¢ una soluzione indipendente. Cio¢ significa che la soluzione generale ¢

una sovrapposizione arbitraria delle due, cioe ¥(z) = A¢(x) + Bo*(x). Questa deve annullarsi in x = +b
(barriere infinite) e dunque si hanno le due equazioni.

(A+ BR*)e ™ + (AR + B)e'** =0, ATe™* + BT*e "0 =0,
che risolte danno gli autovalori in termini di R e T'.

Soluzione 2 (14Giu95). — Riferimento: §10.



Siano (—b,b) e (a—V',a+b') i supporti dei due potenziali (a > b+b’). La soluzione per la doppia barriera
ha la forma

B eika: + R//e—ikar:7 T < —b,
w(x) - { T//eikaa , r—a> bl.

Per il primo potenziale, la soluzione f(z) & della stessa forma e poiché & simmetrico rispetto all’origine,
anche g(z) = f(—x) & una soluzione indipendente con la stessa energia. Si ha dunque

eikw + Re—ikw . T < —b,
f(xa ba R7 T) - { Teik:z: , > b.

Te ik r<—b,
g($, ba R7 T) - { efik::c + Reik:c , T > b.

Un ragionamento simile vale per la seconda barriera, con x sostituito da z — a e b da b’. Dunque
fl(my b/a Rl) T/) = f(l' - a, bla R/a T/) ’ gl(ﬂf, b/7 R/a T/) = g(l‘ —a, bl? Rlv Tl) .

Ora scriviamo la soluzione della doppia barriera come sovrapposizione di f e g a sinistra, di f; e g1 a
destra e imponiamo che le soluzioni coincidano fra le due barriere (zona di intersezione). Cioe

Af + Bga T < —b7
Y(x)=9 Af+Bg=Cfi+Dg1, b<z<a-10,
CfHi+Dgr, r—a>"b.
Quello sopra & un sistema algebrico di 6 equazioni nelle incognite A, B,C, D, R” ,T", che risolto da
T RIT2¢2ika
T'= ——— R'=R+ -~~~ .
1— RR/e2zka ’ + 1— RR/eglka

Soluzione 3 (26Feb96). — Riferimento: §6, §10.
Poiché la particella & vincolata in una semiretta, lo spettro & continuo e non degenere. La soluzione
completa ha la forma

efikm +R(k)ezkx , Z a,
1/%(33)—{ Asinaz , 0<z<a,

dove a = a(k) = \/2m(F — v)/h. Imponendo le condizioni di continuita sulla funzione e sulla derivata
in # = a si ottiene un sistema in R e A che risolto da

4 2iketka R(K) e~ 2% (q cos aa + ik sin aa)
acos aa — iksinaa ’

« cos aa — 1k sin ca

Ovviamente |R|?> = 1. Osserviamo incidentalmente che 1* = R*y (lo spettro & non degenere).
Poniamo R = e*P*) (3 ¢ una funzione complicata di k). Abbiamo A = |A(k)|e?®*™). Per 'onda
incidente e riflessa in > a si ottiene

(z,t) = L/f(/«)e—i%@i“ﬂ dk (k) = kx + ikt
1 9 - \/ﬁ 9 SDZ - 2m 9

1 , hk2t
U (x,t) = ﬁ/f(k)e“"”(k) dk , or(k) = ke +2B(k) - T — .

Supponendo che f(k) sia concentrata attorno ad un valore kg > v/2muv/h, usando il metodo della fase
stazionaria, si vede che i centri dei due pacchetti si muovono secondo le leggi

hkot . ma
r; = - 3 i — T 11
! m ¢ hko
hkot m(a+20)
o= o e T
dove 3 ¢ la derivata calcolata in kg, t; e ¢, sono i tempi in cui i centri dei pacchetti passano per il punto
2m(a+3")

z = a. La durata dell’interazione ¢ data da At =t, —t; = T



Rotatore piano - Testi

Esercizio 1. (23Set94) — Una particella di massa m e carica ¢ ¢ vincolata a muoversi su una circonferenza
di raggio a ed & soggetta ad un campo magnetico costante di intensita B perpendicolare al piano in cui
giace la circonferenza. Si chiede: a) scrivere il potenziale vettore A scegliendo la gauge in modo che sia
simmetrico per rotazioni; b) usando la variabile angolare , scrivere la lagrangiana del sistema classico,
Iespressione per il momento canonico p, e la hamiltoniana; ¢) introducendo l'operatore p, = fihﬁ,
scrivere 1’equazione di Schrédinger e trovare i livelli energetici.

Esercizio 2. (25Set95) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi su una circonferenza z2 +y* =
a?. Introducendo una variabile angolare ¢, si scrivano le autofunzioni dell’energia e del momento angolare
L, con i rispettivi autovalori. Per un intervallo di tempo 0 < ¢ < T si fa agire una forza costante di
potenziale kx. Usando il metodo perturbativo al primo ordine, si calcolino le probabilita di transizione
fra i vari livelli.

Esercizio 3. (16Dic96) — Una particella di massa m e carica ¢ si muove sulla circonferenza
T =acos¢, y =asinp

ed e soggetta ad un campo magnetico di intensita B diretto lungo I’asse z.

a) Si scrivano la lagrangiana e la hamiltoniana del sistema usando la coordinata . Si determinino gli
autovalori e le autofunzioni ¢, (¢) di p, = L. e H.

b) Se inizialmente la funzione d’onda &

V(p,t) = \/%7 cos(ny) ,

si calcoli la funzione d’onda ¥ (¢, t) ad un tempo qualunque.

Rotatore piano - Soluzioni

Soluzione 1 (23Set94). — Riferimento: §11.
Scegliamo B > 0. Il potenziale vettore invariante per rotazione ha la forma A = —7 x B/2. Si verifica
direttamente che il suo rotore da B e inoltre che la sua divergenza & nulla (VA = 0). In componenti,
A = Br7/2, dove 7 ¢ il versore tangente alla circonferenza di raggio r. La velocita della particella sulla
circonferenza ¢ v = a7 e dunque la lagrangiana classica diventa
1?2 dL a’B
L:%—i—hcup7 p“’:d_gb:‘rsb—'_ha’ a:q2hc ,

dove I = ma? ¢ il momento di inerzia della particella rispetto all’origine. La hamiltoniana diventa
H = (p, — ha)?/21. Risolvendo 'equazione di Schrodinger con Do = —ih% e imponendo la periodicita
della soluzione si ottiene

eine h2(n —a)?
’L/)n(sp) = Y En e — ’
V2T 21
Per arbitrari valori di « lo spettro & non degenere, perd se 2a = nj + ny € intero (nq,ne € Z) allora

E,, = E,, e lo spettro energetico ¢ doppiamente degenere. In particolare, se o & intero, lo spettro &
esattamento lo stesso di quello che si ha in assenza di campo (a = 0).

nei.

Soluzione 2 (25Set95). — Riferimento: §11, §14.

. . N 2 g2 L? S . .. .
L’operatore Hamiltoniano ¢ H = —#dd? = 5,27 e le autofuzioni normalizzate con la condizione di

periodicita ¥ (p + 27) = () sono

232
ing n°h

1 i
Ee 5 Enzm, n:07:|:1,:|:2,

Yn(p) =



che ovviamente sono anche autofunzioni di L, con autovalori in. Tutte le autofunzioni, tranne v, sono
doppiamente degeneri. Gli elementi di matrice di V' sono dati da

k
Vin = 5o

5 ' ("¢ cog pdp= k‘_a
™

5 (0jn+1 +0jn-1)

e quindi si possono avere transizioni solo tra livelli contigui. Al primo ordine si ha

(1) an / ciwint gt — 2Vjn ctwinT/2 gip wjnT
lhw]n 2

La probabilita di transizione e

P(n—n+l)= [ 2km’a’ )]2 sin® (WW>

h?(2n +1 4ma?

e nulla in tutti gli altri casi.

Soluzione 3 (16Dic96). — Riferimento: §11.

Scegliamo il potenziale vettore della forma A = —7 x B/2 che & tangente alla circonferenza. Pit1 precisa-
mente A = Br7/2, dove 7T ¢ il versore tangente alla circonferenza di raggio r. La velocita della particella
sulla circonferenza ¢ v = r¢pT e dunque la lagrangiana classica diventa

I1H? dL qa’B
L=—+4hay =—=1 h =
+ hayp , Dy = dp »+ ha, « ohe

2

dove I = ma? & il momento di inerzia della particella rispetto all’origine. La hamiltoniana diventa
H = (p, — ha)?/21. p, ¢ la componente z del momento angolare e quindi le sue autofunzioni e i suoi
autovalori sono (rispettivamente)

eimtp
UV (@) = Nk hm, m==+1,+£2, ...
che sono anche autofunzioni di H. Risolvendo ’equazione di Schrédinger con p, = fihﬁ e imponendo
la periodicita della soluzione si ottiene infatti
etny h2(n —a)?

wn(@) = E, =

Vor 21
Per arbitrari valori di « lo spettro & non degenere, perd se 2o = ny + ng ¢ intero (ny,ne € Z) allora
E,, = E,, e lo spettro energetico ¢ doppiamente degenere. In particolare, se o & intero, lo spettro &
esattamente lo stesso di quello che si ha in assenza di campo (« = 0) (si noti pero che la corrispondenza
fra autovalori e autovettori ¢ comunque diversa).

Per quanto concerne la seconda parte osserviamo che

, nezZ.

90,0 = 2 () + 0o (o)

e dunque

i i 2 2 B
’(ﬂ((p7 ) [wn( ) —iEnt/h _;'_,(/)_n(sp)e—iE_nt/h} _ ﬁe—zh(n +a?)/2I cos <n |}0+ q_t]> .

Oscillatore armonico - Testi

Esercizio 1. (7Gen94) — Un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e frequenza angolare w si
trova nello stato fondamentale. Calcolare la probabilita di trovare la particella nella zona classicamente
inaccessibile.



Esercizio 2. (14Mar94) — Si consideri un oscillatore armonico bidimensionale di massa m e costante
elastica k = mw? e si determini a) la degenerazione dei livelli energetici.

Il sistema si trova in uno stato stazionario v, yn, (7, y). Determinare b) il valore medio dell’operatore x;
c) il valore medio dell’operatore 22 e discutere d) la quantita Az = /(22) — ()2

Viene introdotto un potenziale perturbativo V(x,y) = e(x + y)2. Determinare e) le energie dei primi tre
livelli energetici al primo ordine in e.

Esercizio 3. (28Feb95) — Un oscillatore armonico di massa m e frequenza angolare w si trova nello stato
fondamentale. Improvvisamente viene fatta agire una forza costante f. Trovare: a) i livelli energetici e
la funzione d’onda dello stato fondamentale dopo l'introduzione della forza f; b) la probabilita di trovare
ancora il sistema nello stato fondamentale.

Esercizio 4. (24Apr95) — Usando le autofunzioni della hamiltoniana come base per lo spazio di Hilbert
di un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e frequenza angolare w, calcolare gli elememti di
matrice diagonali di 22 e p?. Calcolare inoltre il valore di Az Ap nel generico autostato con energia F,,.

Esercizio 5. (24Lug95) — Due oscillatori armonici di massa m e frequenza angolare w, inizialmente
indipendenti, si trovano entrambi nello stato fondamentale. Improvvisamente vengono fatti interagire
mediante un termine di accoppiamento V(z1,z2) = (mg/2) 122, dove x1,z2 sono le coordinate dei due
oscillatori e g & una costante positiva. Si chiede: a) determinare (esattamente) le autofunzioni ¥ (1, x2; g)
e gli autovalori F,,,,, della hamiltoniana del sistema interagente; b) determinare la probabilita che, dopo
I'introduzione dell’interazione, il sistema si trovi nello stato fondamentale della nuova hamiltoniana.
Suggerimento: scrivere la hamiltoniana del sistema interagente come somma di due hamiltoniane note
mediante la trasformazione di coordinate

1
$1:ﬁ($+y), :rg:%(x—y).

Esercizio 6. (20Feb96) — Una particella di massa m si muove nello spazio tridimensionale ed ¢ soggetta
al potenziale

k
V(r) = 5772 + cz.

Si scriva la funzione d’onda (esatta) dello stato fondamentale e si trovi la probabilita che, misurando il
momento angolare L2, si ottenga il valore zero.

Esercizio 7. (3Feb97) — Un oscillatore armonico tridimensionale sfericamente simmetrico ha massa m e
frequenza w/27. Si scrivano le componenti del momento angolare per mezzo degli operatori di creazione
e distruzione e si calcolino, per ogni autostato dell’energia, i valori medi di L2, L?J e L2

Esercizio 8. (24Feb97) — La funzione d’onda di un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e
frequenza angolare w, nell’istante ¢ = 0 & data da

\Il(q;7t:0):w(m):Ae—aI2/2(l+bx)7 a:T’
con A e b costanti. Calcolare a) il valore medio dell’energia; b) la massima probabilita (al variare di ¢) di
trovare la particella sulla semiretta z > 0.

Esercizio 9. (22Lug97) — Un sistema fisico & descritto dalla hamiltoniana

1 2 2 2 mw? 2 2
H=oe (0 +p,+02) + —— (2" +4° +2°) + mgay,
dove m, w e g < 3w?/4 sono costanti positive.

Si chiede: a) determinare le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana del sistema; b) il valore medio
della componente lungo z del momento angolare se il sistema si trova nel secondo livello eccitato e c) il
valore medio di L2.



Suggerimento: si esegua la trasformazione di coordinate (rotazione attorno all’asse z)

Ir1 = xr3 ==z.

ﬁ(ﬂc—y)a wz=%(%+y),

Si scriva il momento angolare mediante operatori di creazione e distruzione.

Esercizio 10. (160tt98) —
Lo stato di un oscillatore armonico lineare di massa m e frequenza angolare w € rappresentato dalla
funzione d’onda

N 1/4 mw

b(@) = AL+ Vaz) (2) 7 ez, a="
T

dove A ¢ una costante di normalizzazione. Determinare

a) 1 possibili valori in una misura dell’energia e la probabilita di ottenerli;

b) il valore medio della hamiltoniana;

b) il valore medio della posizione al tempo t.

Esercizio 11. (25Gen99) — Un oscillatore armonico lineare di massa m e costante elastica k = mw?

oscilla attorno all’origine e sta nel suo stato fondamentale. Improvvisamente (cio¢ senza che la funzione

d’onda abbia il tempo di cambiare) il centro della forza elastica si sposta dal punto x = 0 al punto = = a.

Si calcoli la probabilita che l'oscillatore resti nello stato fondamentale (definito dal nuovo potenziale).

Esercizio 12. (16Feb99) —

Si misura l’energia di un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di massa mg e frequenza angolare
w e si trova il valore (5/2)hw. Si misura quindi anche la componente del momento angolare lungo I’asse
z e si trova il valore h. Scrivere la funzione d’onda del sistema.

Esercizio 13. (23Set99) — Si consideri la hamiltoniana H di un oscillatore armonico bidimensionale di
massa m e frequenza angolare w e gli operatori H

g 1 1 P2HDPE mw(®+y?)
H== 2 2 2 2\ ~H= T Yy
2(171 +p2+ @ JFQQ) o Y + B )
1
A = 3 (P1g2 — p2q1) »
1
Ay = B (mp2 + 1q2)
1
Ay = i+ dl-pi-a3) .

a) Verificare che g, e po (o = 1,2) hanno le stesse regole di commutazione di z,y, pz, Dy;
b) verificare che gli operatori Ay (k = 1,2,3) soddifano alle stesse regole di commutazione del momento
angolare

[Al', AJ] = ih&ijkAk ;

¢) trovare la relazione fra A2 = A} 4 A3 + A2 ¢ H;

d) conoscendo gli autovalori di H, determinare gli autovalori di A2.

(si osservi che H & la hamiltoniana di un oscillatore armonico di massa e frequenza angolare uguali a
1. Puo essere utile introdurre gli operatori di creazione e distruzione a, aL corrispondenti alle variabili
QOupa)-

Esercizio 14. (20Apr00) — Un oscillatore armonico tridimensionale e isotropo, di massa m, frequenza
angolare w e carica ¢ € immerso in un campo elettrico uniforme £. Calcolare le energie e le funzioni d’onda
per gli stati stazionari del sistema. Calcolare inoltre la probabilita di trovare la particella nell’angolo solido
d€) al primo ordine in £, quando il sistema si trova nello stato fondamentale.



Esercizio 15. (19Dic00) — Un oscillatore armonico tridimensionale, isotropo, di massa m e frequenza
angolare w si trova nel primo livello eccitato con energia E = 5hiw/2 e con componente del momento
angolare in una direzione data pari a h. Scrivere la funzione d’onda del sistema e calcolare la probabilita
di trovare la particella nella zona classicamente inaccessibile.

Esercizio 16. (21Nov01) — Di un oscillatore armonico bidimensionale di massa m e frequenza angolare
w si misura ’energia e si trova il valore 2hw. Determinare la probabilita di trovare la particella nella zona
classicamente inaccessibile subito dopo la precedente misura.

Esercizio 17. (23Gen02) — Un oscillatore armonico tridimensionale, isotropo, di massa m e frequenza
angolare w si trova in uno stato rappresentato dalla funzione d’onda

w(x7ya Z) = A(,CC +i y)efar2/2 ) = —,

dove A ¢ una costante di normalizzazione. Determinare:

a) i possibili risultati (e la probabilita di ottenerli) in una misura dell’energia del sistema;

b) la probabilita di trovare la particella nel semispazio « > 0;

¢) il valore medio di r;

d) i possibili risulatati (e la probabilita di ottenerli) in una misura della componente lungo z del momento
angolare.

Esercizio 18. (27Giu02) — Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi nella striscia bidimensionale
{—00 <z < 00,0 <y <a}ede sottoposta ad una forza elastica F = —kx, diretta lungo . Determinare:
a) autofunzioni e autovalori della hamiltoniana del sistema;

b) il valore di k affinché il primo livello eccitato sia degenere.

Esercizio 19. (11Feb03) — Un oscillatore armonico tridimensionale, isotropo, di massa m e frequenza
angolare w, si trova in uno stato rappresentato dalla funzione d’onda

w(x,y,z):A(\/la+x+y+z>e_o‘T2/2, a=—".
Determinare:

a) la costante di normalizzazione A;

b) il valore medio di H;

b) i possibili risultati in una misura dell’energia e la probabilita di ottenerli;

d) il valore medio dell’operatore 72 al generico istante t.

Esercizio 20. (13Giu03) — Una particella di massa m e carica ¢ € vincolata a muoversi nel piano (z,y) in
presenza di un campo elettrico uniforme & e sotto I’azione di una forza elastica F' = —k7, (7 = iz + jy).
Trascurando dapprima il campo elettrico, determinare:

a) le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana;

b) la degenerazione dei livelli energetici.

Considerando successivamente anche il campo elettrico, determinare:

¢) Penergia dei primi 3 livelli del sistema al primo ordine in £.

Oscillatore armonico - Soluzioni

Soluzione 1 (7Gen94). — Riferimento: §12.

Nel punto di inversione ’energia cinetica classica € nulla e dunque la massima elongazione e data da X =
V2E /mw?. Se Poscillatore si trova nello stato fondamentale, F = hiw/2, da cui X = \/h/mw = 1/\/a.
La probabilita cercata e data da

2 o 2 2 o 2
P(lz| > |X]) = —/ e~ @/ 4y = —/ e ¥ dx ~0.157.
Xvrm Jx VA



Si osservi che non dipende dai parametri che caratterizzano l'oscillatore. Cio succede in qualunque stato
del sistema, in quanto non & possibile costruire una grandezza adimensionale con m,w, h.

Soluzione 2 (14Mar94). — Riferimento: §12, §13.
Gli autostati del sistema sono il prodotto di funzioni di Hermite in x e y e l'energia ¢ la somma delle
energie di due oscillatori unidimensionali. Quindi

Epin, =(n1+ne+ hw=(n+1hw=EFE,, n=mniy+ne,>0.

E immediato verificare che la degenerazione ¢ d,, = n + 1. Per ragioni di simmetria il valore medio di x
2

e nullo in ogni stato stazionario, mentre per x* si ottiene
h TL(m + l)
<x2>wmnz = (@niny, Tnyny) = %”(az + a;)wnlnzHQ = TQ )

Ovviamente per (y?) vale una formula analoga con ny al posto di n. Si osservi che (r?) = L?/2 dove L &
I’elongazione classica. Poiche il potenziale perturbativo & una forma quadratica, si potrebbe diagonalizzare
la hamiltoniana completa, ottenere quella di due oscillatori armonici con frequenze diverse e risolvere
esattamente. Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine si ha invece

1 eh
BV = ¢ (voo, (x +9)*%00) = € (&%) g0 + (¥2)v00) = o
Per il primo livello eccitato si ottiene
2eh
Voror =Vioao = & ((@®)por + ¥ )un) = o
eh
Voi,10 = Vio,on = —.
mw
La degenerazione e rimossa e si hanno i due livelli
h 3eh
E© — 2w + — | Uhw +
mw mw
Soluzione 3 (28Feb95). — Riferimento: §12, §2.
Conviene scrivere la hamiltoniana nella forma
2 2 2
p mw 2 / /
H=— — —A = —— A=———
2m + 2 (z = 0) ’ 0= R 2mw?’

che ¢ la hamiltoniana di un oscillatore armonico in cui la posizione di equilibrio ¢ z = xy e l'energia ¢
traslata di una quantitd —A. Le soluzioni sono date da

U () = dnlx — x0) En:(n—i—%)hw—A, n>0,
dove ¢, (x) sono le funzioni di Hermite. In particolare, ¢g = Ae—oz*/2 (v = mw/h). La soluzione in ogni
istante ha lo sviluppo di §2. Lo stato iniziale & dato da ¢(x) = ¢o(x). Siamo interessati al solo coefficiente
co e dunque

oo

co = (¢,%0) = / do(x)po(x — x0) do = 670‘“"3/4142/ e~o@=20/2)” gp _ o—awi/4

— 00

Soluzione 4 (24Apr95). — Riferimento: §12, §4.
Per ragioni di simmetria, sia x che p hanno valore medio nullo. Gli elementi di matrice dei loro quadrati
sono dati da

a2, = (xthp, ) = % [\/7‘_5 Sr—1,6-1+ /(s +1) 61,541

VI +1)s 6101+ V/(r+ 1) (s +1) 6r+1,s+1} ,
P2 = (i, ahs) = 2WZM [\/E Or—1,5-1 — V/7r(s+1) 6r_1541

~V(r+1)s drs15-1 + V(I +1) (s + 1) 6r+1,s+1:|




e dunque nel generico autostato ¥,

Si osservi che per lo stato fondamentale AxAp assume il minimo valore compatibilmente con il principio

di inderterminazione.

Soluzione 5 (24Lug95). — Riferimento: §12.
Usando la trasformazione consigliata si ottiene

2 2
Dy py mwi o MWy o 2 2 . g 2 2 g
He et amt o+ v =+, wi=w =4,
mw mw mws
o = A 3 a1 = A 5 Qg = A 5

in cui si riconosce la hamiltoniana di due oscillatori armonici indipendenti. Si ha quindi

¢n1n2(9€,y;g) = An1 (041) T /2H (\/ (E) nz(a2)e—a2y /QHN2(\/a2x)a

Epin, = (n1 + 3)hwi + (ng + §)fiws ny >0, no>0.

Il generico stato del sistema all’istante ¢ ha lo sviluppo del paragrafo 2. In questo caso lo stato iniziale
coincide con lo stato fondamentale del sistema con g = 0, cio¢ p(z,y) = ¥(x,y;0) e inoltre siamo

interessati al solo coefficiente cgg. Dunque

coo = (0 o0) = A2()Ap(ar) Ao(az) / / o (s 2= (ata)s /2 g gy

2(wwiwy) /4

[(w+wl)(w +w)]*/2

Soluzione 6 (20Feb96). — Riferimento: §12, §25.
Con il cambiamento di variabile u = z + ¢/k la hamiltoniana diventa
P2+p24pE k(242 +u?) P

H= _c
om 2 2k

Posto w = y/k/m e a = mw/F si ha, per lo stato fondamentale (normalizzato)

1/J(x,y, u) _ (%)3/4 e_a(z2+y2+u2)/2 _ (%)3/4 e—ar2/2e—acz/2k2e—acrcosﬂ/k ’

3hw 2

2 2k °

Questa funzione ha uno sviluppo in armoniche sferiche della forma
(r, 9, ) Zalm (Y, ), g (T /Yl (9, ©)(r, 9, p)sin g didep .

Usando questo sviluppo, per il valore medio del momento angolare in questo stato si ottiene

0o 00 1
(L?) = (¥, L*) :hzz l(l‘i‘l)/ Z |aim|? v dr .
1=0 0

m=—1

Ognuno degli integrali rappresenta la probabilita di ottenere un valore [ per il momento angolare.

probabilita cercata ¢ dunque data dall’integrale del modulo quadro di agg(r). Si ha

a\3/4 o, 2,0 2Tk . cr
apg = (—) e T [2gmac/2k —\/_ sinh
acr

™

k; )

La



che & una funzione pari. Dunque

1 OO 2,2 kQ —ac?/k?
73(120):—/ \aoo(r)|rdr:@<1—e / )

Soluzione 7 (3Feb97). — Riferimento: §12, §17.

Poiche’ l'oscillatore e sfericamente simmetrico, é sufficiente eseguire il calcolo per la componente L = L,.
Per le altre componenti bastera effettuare una rotazione ciclica degli indici 1,2,3. Direttamente dalla
definizione si ottiene (si osservi che gli operatori di creazione e distruzione relativi a variabili diverse
ovviamente commutano)

L3 = x1py — x2p1 = il (a1a£ — GJ{G2> ,

da cui

(L3)

(/wnhnz,ns’ ngnl,ﬂz,Tm) = ||L3wn17’ﬂ2,n3 H2

= B2Vr1(n2 4+ Dton, 1 mat1ms — V(1 + Do, 110y 105117 = B2 (01 4 ng + 2n1n2) .

Soluzione 8 (24Feb97). — Riferimento: §12, §26, §1.
La funzione d’onda ¢ data dalla sovrapposizione dello stato fondamentale ¢g e del primo livello eccitato
¢1, pertanto

Y(x) = cogo + c101 , lco|® + |er]* =1,
T 1 b

c :A<7> , ¢ =cp——,

0 o 1 om

da cul si ricava

2 |b]?
2 _ 2 _
ol = Bt 20 el = g 2a
Il valore medio dell’energia ¢ dato da
2|b|2 hw
E = |co|*E B =1 —
ol Fo + Jea["F ( Tt 2a) 2

La funzione d’onda ad un generico istante t &
U(x,t) = co poe EotIM ) e tEAt/R

e la probabilita di trovare la particella sulla semiretta ¢ data da

oo 1 E, - E, oo
/ W (xt)|* dz = 5 {|Co|2 + |e1]? + coey cos (%t) / P dx }
0 0

che & massima quando il coseno vale 1 (nell’ultima espressione, ¢y e ¢; si sono scelti reali). Quindi

1 1 [Ja |y
7D’”‘”ﬁ_2+2\/7r|b|2+204'

Soluzione 9 (22Lug97). — Riferimento: §12, §17.
Usando la trasformazione consigliata si ottiene

2 2 2 2 2 2
P1 P35 P3 mwy o  Mwy o TWwsg o
H = — 4= 4=
om om am T 2 ity Tt T

2 2 2 2 2 2
wy = w'—g, wy=w"+g, w3z =w",




in cui si riconosce la hamiltoniana di tre oscillatori armonici indipendenti. Ponendo

mwi mwao mws
] = A 3 Qg = 7 5 a3 = 7 y
si ha la soluzione
3
—akxi/Q
Unyinans (X1, T2, 23) = | | Any (ar) Hyy, (Vorr)e ;
k=1
3
Epingng = 3 _(nk + 3)hwy ne > 0.
k=1

11 secondo livello eccitato ¢ Egop la cui autofunzione ha la forma

Poo1 = ¢o(z1;w1)do(T2; wa)P1 (233 w3)

dove ¢, (x;w) sono le funzioni d’onda dell’oscillatore armonico unidimensionale di frequenza angolare w.
Il quadrato del momento angolare ¢ invariante per rotazione, e poiche si e effettuata una rotazione attorno
a z, anche la componente L, resta invariata. Vale a dire

L = L2+ L+ L3=L7+L3+13,
L. = xpy—ype = L3 = x1p2 — Z2p1 , Ly =Ly, .
Mediante gli operatori di creazione e distruzione si ha
_ T T T
L, = 5 Cl a2a3 azaz ) + C{ (ajaz — agal )| ,
wo + w3
Vwrws

e le altre componenti si ottengono per rotazione ciclica degli indici. Applicando gli operatori alla funzione
d’onda si ha facilmente

cy =

h _
Litoor = % {01 V2412 +Cl+¢o1o] ,
h _
Latpoor = % {Cg V2102 + C;%/Jmo] ,
h _
L3oo1 = 2_1'03 Y111,
da cui segue
<LZ> = 07
(L*) = [|L1voor|] + [|L2toor |* + || Lstboos |12
h2

= 7 QTP +2AC P+ |G P +ICT P +ICTP)

Soluzione 10 (160tt98). — Riferimento: §12, §1.
La funzione d’onda ¢ la sovrapposizione del livello fondamentale e del primo livello eccitato, quindi

Y = coo + 1t =4, A=z
Dalla condizione di normalizzazione |cg|? + |c1]? = 1 si trova

2 2 1
A2 =2 2 _ % 2_ 2
AP =2, ool =5 el = 5



I possibili valori in una misura dell’energia sono Ey = hiw/2 e E; = 3hw/2 con probabilita 2/3 e 1/3
rispettivamente. Il valore medio di H &

La funzione d’onda al generico istante ¢ e
b, 1) = cotbo(@)e Y2 4 1oy (x)e= /2 |
da cui segue
(x) = (Y(x,t), xp(x, 1)) = chere ™" (o, x1) + complesso coniugato ,

1
N V2a

Supponendo (per semplicita) che ¢y e ¢; siano reali si ha infine

4
(x) = 1/9—0[ coswt .

Soluzione 11 (25Gen99). — Riferimento: §12, §1.
Lo stato iniziale del sistema & rappresentato dalla funzione ¢o(z), (¢ () sono le funzioni di Hermite).
La hamiltoniana di un oscillatore armonico con il centro della forza elastica nel punto x = a ¢ data da

(o, x91)

Hzﬁ_’_mwz

_ \2
o T 5 (@—a)%,

che ha autofunzioni ¢, (z) = ¢, (xz — a) e autovalori E,, = (n+ 1/2)hiw. Uno stato generico del sistema al
tempo ¢ ha la forma

U(x,t) = Z Cnthy e HERt/T
n=0
Poiché ¥(z,0) = ¢o(x) si ha
en = (é0n) = [ dla)ote—a) do.

La probabilita cercata ¢ (« = mw/h)

oo
‘00\2 = A%/ e~oll@=a)*+2*)/2 g, _ g=aa®/2
—o0

Soluzione 12 (16Feb99). — Riferimento: §12, §17.
Le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana sono

Yninans (7,9, 2) = bn, (T)Pn, (y)¢n3 (2), E, = FEninyns = (n+ %)hw )

n = ny +ns + ns. Poiché lenergia & (5/2)7w, il sistema si trova nel primo livello eccitato, che e’ tre volte
degenere. La sua funzione d’onda & dunque della forma

P(z,y,2) = adi(z)o(y)do(2) + bdo(x)P1(y)¢o(2) + cdo(x)Po(y)¢1(2)
= (Asr:—|—By—|—C’z)eiMz/2,

con a,b,c, A, B,C costanti di normalizzazione e « = mw/h. La funzione d’onda e’ un polinomio di primo
grado in z,y, z per una funzione invariante per rotazione. Un polinomio di primo grado si puo scrivere



come combinazione delle armoniche sferiche ¥} con I = 0,1 (m = 1,0,—1). Poiché la componente del
momento angolare lungo l'asse z ¢ T, si deve avere

1/1(3572172) = f(?")Yf('ﬂ,gD) ) Yll(’l?,ga) = — 83 817“9 eitp — _ i{l? + 1y )
V 87

8t r

Per avere I'uguaglianza si deve avere

Fr) = Are—or'/2 | 1=
0

In conclusione

(0, 0) = Are "2 Y10, ) AP =

Soluzione 13 (23Set99). — Riferimento: §12, §17.
Posto (si potrebbero scegliere pq, g (a = 1,2) anche in in modo pilt complicato)

p
P = - , g =Vvmnmwe,

b2 = y g2 = vmwy,

3
&

3

si ottiene

[q1,01] = [, p] = 1D, [q2,p2] = [y, py] = iR

e tutti gli altri commutatori nulli. Conviene scrivere gli operatori He A, (i =1,2,3) usando gli operatori
di creazione e distruzione

h
pa = G5 (e, %Z\g(aﬁal),
[aa,au = 1, N, =al

«

Si ottiene facilmente

h

A = % (alag — a1a2> ,
h

Ay = 3 (alag + 0411-(12) ,
h

A3=§(N1—N2) s

H=(N1+ N+ 1h.

Usando le espressioni precedenti, le proprieta dei commutatori e ricordando che aqal, = N, + 1 ¢ relati-
vamente semplice verificare che

[A1, Ag] = iR A3, [Ag, A3] = ih Ay, [A3, A1] = ihA; .

Per il quadrato si ottiene

A2:Af+A§+A§:h2<N1;N2> (N“;NQH) :i(ﬁ—l)(ﬁﬂ)-

Gli autovalori di Ny + N3 sono interi o nulli (diciamo n > 0), mentre gli autovalori di A% hanno la forma

g(g+1)h2:l(l+1)h2, n=0,1,2,.., =0,

Soluzione 14 (20Apr00). — Riferimento: §12.



Fissiamo il sistema di riferimento con l'asse z nella direzione del campo elettrico. In questo modo la
hamiltoniana del sistema diventa

pi—!—pz—i—pg mw?(z? + y? + 2?)

H = —q€
om 2 1z
pr oy +ph | mw?(a? +y? +u?)
= + —A,
2m 2
dove si & posto
qg A q252
u=z-—2z 20 = —— = .

0 07 w?’ 2muw?

La hamiltoniana e quella di un oscillatore armonico isotropo nelle variabili x, y, u con un termine costante
A. Le energie del sistema sono quindi date da

3
En:<n+§>hw—A, n=ny+ng+ng>0

e le autofunzioni
11[}'01"2”3 (1‘, Y, Z) = ‘I)Tbl (1‘) ‘I)n2 (y) (I)ns (Z - ZO)?

dove ®,, sono le funzioni di Hermite. Lo stato fondamentale ¢

¢0 _ (g)3/4 e—a[w2+y2+(z—zo)2]/2 — (g>3/4 e—ozzg/2 e—ozr2/2 e ,
™ ™

(o = mw/h) e la probabilita cercata

apP

dQ) / |1/)0\2 r2 dr
0

3/2 e 2 1 0
dQ <g> ez / e (1 4 2azgr cos 0) 72 dr = dS e [ — 4 vazcosh
T 0 4m 73/2

1 azgcosd
~ (E—'—iﬂ?ﬂ >dQ.

Come ci si aspetta, la probabilita ¢ massima per angoli solidi centrati attorno alla direzione del campo
elettrico.

2

Soluzione 15 (19Dic00). — Riferimento: §12,§17.
La piu generale funzione d’onda del primo livello eccitato si puo scrivere nella forma

W@y, 2) = (Cra + Coy + Csz) e~ 12 a="22 r2=a? 4 y? 422
h

dove C4, Cs, C3 sono costanti. Ricordando che z,y, z si possono scrivere come combinazioni lineari delle
armoniche sferiche Y™ si ha anche

1/1(73 19’ 90) = (AYll + BYlo + CYl_l) P e*ar2/2 )

Conviene scegliere I'asse z orientato lungo la direzione in cui si misura il momento angolare. Con questa
scelta m =1 e cosi B = C = 0. Dalla normalizzazione si ricava la costante A.

ST 3 A2 L/2
L=l =P [ e [ vipan = TR
0 Q 8

dove df) & I'e’elemento di angolo solido. Quindi |A|?> = 8a°/2/371/2.
Classicamente la particella si puo muovere all’interno di una sfera di raggio R, dove

E:m62+mw2r2:mw2R2 . n_ /i: /E'
2 2 2 mw a




La probabilita di trovare la particella nella zona classicamente inaccessibile € quindi data dall’integrale
(che si deve risolvere numericamente)

2 4 [
P(lr| > R) = / /|w|2r2drdQ |A|2/ e or 7‘4d7“:—/ €326 dg ~ 0.075 .
3vT Js

Soluzione 16 (21Nov01). — Riferimento: §12.
Immediatamente dopo la misura la particella si trova nel primo livello eccitato (degenerazione 2) e quindi
la sua funzione d’onda ha la forma

Y = Ado(7)p1(y) + Bo1(x)do(y),

dove ¢,, sono le funzioni di Hermite e A, B sono costanti arbitrarie. Senza perdere in generalita, si possono
orientare gli assi in modo che A =1/v/2 e B =i/4/2. In tal modo si ricava

« 24,2 2 eigo
= —(z +iy)e @@ HVI2 = are /2 o= —.

Da un punto di vista classico, la particella con energia E = 2hw si muove all’interno di una circonferenza
di raggio R tale che

2R2
me — Rr=-2 -  R=

2
E= =
2 mw Va

La probabilita richiesta si calcola facilmente in coordinate polari; infatti

27 0o S 5 .
P(r>R) = / / |2 dr de = 2a2/ e~ 13 dr = 5e™* ~ 0.09.
o JRr

R

Soluzione 17 (23Gen02). — Riferimento: §12, §17.

Si indichi con Y, nyng (T, Y, 2) = Pny (T)Pn, (Y)Png(2) le autofunzioni dell’oscillatore armonico tridimen-
sionale e con ¢, (z) le funzioni di Hermite, autofunzioni dell’oscillatore unidimensionale. Queste sono
polinomi di grado n con parita definita, moltiplicati per il fattore gaussiano. Quindi, senza fare alcun
calcolo, si puo scrivere

1,[)(’15,:(/, Z) = % [wlDO(ajayv Z) + iqu)OlO(x,ya Z)] )

da cui si vede che la funzione d’onda ¢ un autostato della hamiltoniana con energia F = E; = 5hw/2
(primo livello eccitato). In una misura dell’energia si ottiene il valore E; con probabilita 1.

Vista la forma di 9, ci si aspetta che la probabilita di trovare la particella nel semispazio x > 0 sia 1/2.
Eseguendo il calcolo esplicitamente (usando il fatto che le autofunzioni sono reali) si ha

P / | WP drdyds
=0 —c0 —00
-2 / / / (Vioo + U10) da dy dz
=0 Jy=—o0 J z=—00
L - OO 2 2 1
- 1) 3 B (Vo0 + Vo10) da dy dz = 5

Per rispondere alle altre domande conviene scrivere la funzione d’onda in coordinate polari. Si ha
. . ; 8
x + iy = rsinde’? =4/ 3 TYl

Y(r,0,¢) = Bre /2 Y] B = 5~

e quindi



Si vede che v & anche autofunzione di L? e L, con I = m = 1. In una misura della componente lungo z
del momento angolare si ottiene percio il valore i con probabilita 1.
Il valore medio di r si ottiene direttamente dalla definizione. Piu in generale

0o ' BQ —(n+5)/2 5
<> = (PrMh) = \B|2/ prtg-art g _ 1Bl 5 r (”;F )
r=0

_ 4a‘”/2r n—+5
NG 2 ’

da cui < r >=8/(3\/7a).

Soluzione 18 (27Giu02). — Riferimento: §12, §7.
Posto w = y/k/m la hamiltoniana diventa

2
che corrisponde ad un moto armonico lungo x e libero sul segmento 0 < y < a. Poiché i due moti sono
indipendenti (non ci sono termini misti), gli autovalori e gli autovettori hanno la forma

1 him?n3
En1n2 = (nl + 5) hw + 2ma2
2 . nogmx
”¢Jmn2 (IIZ, y) = ¢n1 (SC) a Sin a

dove ¢,, sono le funzioni di Hermite, autofunzioni dell’oscillatore armonico e ny > 0, ny > 1.
Lo stato fondamentale ¢ Ey; mentre i primi livelli eccitati sono F11, Eg2, E12, Fos, etc... Senza conoscere i
parametri, non & possibile stabilire quale sia il primo livello eccitato (E11 o Ep2), perd valgono le relazioni

E < Eqa, Ey < Eyo,

per cui, nel caso degenere si deve avere E17; = Eys, da cui

32 i 5 9mrt
w = — = mw® = ———
2ma? 4a*

Soluzione 19 (11Feb03). — Riferimento: §12, §1.

Le autofunzioni dell’oscillatore armonico tridimensionale e isotropo sono il prodotto di funzioni di Her-
mite, per cui si vede che la funzione d’onda & la sovrapposizione dello stato fondamentale e del primo
livello eccitato (tre volte degenere). Infatti

7/’(1773/,2) = A(\/la +I+y+z) 6*047“2/2

= % (2)3/4 {wooo + % (Y100 + 010 + 1/)001)}

1
= a [lﬂooo +—

NG (100 + o010 + ¢001)] .

Dalla normalizzazione segue direttamente

9 3/4
jal® = -, AP =ava (£)7
5 T

I possibili valori dell’energia sono ovviamente Ey = 3hw/2 e E; = 5hw/2 con probabilita 2/5 e 3/5
rispettivamente, mentre il valore medio di H &
2 3

21
H)=Z=FE +2E ==—h
(H) = g Bot ¢ By = 5w



/i .. N v
La funzione d’onda al generico istante t si puo scrivere nella forma
e—iElt/h

V2

ed ¢ evidente che il valori medi di 22, y? e 22 calcolati con questa funzione d’onda sono uguali, per cui

U(t,7) = a | oo e ot/ + (Y100 + Yo10 + Yoo1)
(r?) = 3(z®) = [|2¥|]* .
Data una generica funzione d’onda della forma

—iF 2t/h
v = E Cnlngngwnlngnge mn2ns / 5

nina2ns

| h
- f
¥ = 2mw(a+a)\II

[ n y
= V5o > Cornans (V801 —1mamy + VAL 10, 11ngm, ) € Framanst/h

nin2ns

si ha

da cui segue direttamente

h

H'r\IJHQ = % Z [|Cn1n2n3|2(2n1+1)
ninans

/ * ihwt * —ihwt
+Vm (nl + 2) (Cn1+2,n2ngcn1n2n36 + CrningnsyCni+2,nans€ )} .

Nel caso in esame tutti i coefficienti dello sviluppo sono nulli tranne

a
Coop = @, €100 = Co10 = Co01 = —= -
000 100 = €010 = Co01 = 77
Segue allora
3h 21h
2 2 2 2 2
") = — (|¢ + 3| + |¢ + ¢ = .
(r?) S (Icooo] |c100l® + |co10]? + [coon ) T
Si osservi che (mw?r?) = (H) e cid significa che P'energia cinetica e I'energia potenziale hanno valori

medi uguali. Questa ¢ una caratteristica dell’oscillatore armonico (succede anhe in meccanica classica)
ed & dovuta al fatto che le autofunzioni di H nello spazio degli impulsi sono ancora funzioni di Hermite,
questo perche p e 7 entrano nella hamiltoniana allo stesso modo, (a parte le costanti, ovviammente). La
trasformata di Fourier di una funzione di Hermite & ancora una funzione di Hermite o, detto altrimenti,
la trasformata di Fourier, vista come operatore lineare fra spazi di funzioni Lo, ha come autofunzioni le
funzioni di Hermite, con autovalori +1 e +i.

Cio significa che calcolare il valore medio di 72 nello spazio delle coordinate & come calcolare il valore
medio di p? nello spazio degli impulsi (a parte qualche costante & lo stesso integrale).

Soluzione 20 (13Giu03). — Riferimento: §12, §1.
In assenza del campo elettrico, il sistema & invariante per rotazione attorno all’asse z, quindi, senza perdere
in generalita, si puo scegliere il campo elettrico diretto lungo I'asse x. Come avviene in meccanica classica,
ci si aspetta che una forza costante applicata all’oscillatore armonico cambi semplicemente la posizione
di equilibrio e lo ”zero” dell’energia.
La hamiltoniana del sistema completo e

P> mw?r? _ P2 +p§ mw?[(z — z0)? + 4]

=2 _ A
om T 2 v =—_ 2 )

|k A_q252 ¢
Y=V T 2mw?’ 0=

dove si ¢ posto




In assenza di campo elettrico, il sistema e un oscillatore armonico bidimensionale, isotropo, con posizione
di equilibrio nell’origne delle coordinate. Quindi

D (@,9) = by (2)ns (y) E,, = (m +n2 + Dhw = (n+ Dhw = EY

dove n = ny +n9o > 0 e ¢, sono le funzioni di Hermite. La degenerazione g,, del generico livello e pari
al numero di modi in cui un numero intero n si puo scrivere come somma di due interi ni,ns. Si vede
facilmente che g, = n + 1.

Come ci si aspettava, la hamiltoniana del sistema in presenza del campo elettrico ¢ ancora quella di
un oscillatore armonico bidimensionale e isotropo, pero con la posizione di equilibrio traslata nel punto
(z0,0) e tutti i livelli energetici cambiati banalmente di una quantita costante, —A. Le autofunzioni e gli
autovalori del sistema completo sono quindi

1/’n1n2 (‘Tvy) = ¢n1 (17 - :CO)QSTLQ (y) 9 ETL = En1n2 = E&O) - A )

La degenerazione rimane. Poiché A e quadratico nel campo elettrico, non ci sono correzioni ai livelli
energetici al primo ordine in €. A questo risultato si perviene ovviamente anche usando la teoria delle
perturbazioni. Gli elementi di matrice della perturbazione V = —g€x sono della forma

+o0 +oo
anng,mlmQ = _qg/ d)nl (‘:C)xd)ml (I) dx / anz (y)¢m2 (y) dy )

dove ny + ng = m1 + mo = n, poiche le autofunzioni appartengono tutte al sottospazio corrispondente
all’autovalore F,, di cui si cercano le correzioni. Si ha dunque n; —m; = ns — ms. A questo punto si
possono avere due possibilita:

n1 = my; in tal caso il primo integrale si annulla perché la funzione integranda e dispari;

n1 # my; in questo caso ny # mo e si annulla il secondo integrale.

In ogni caso tutti gli elementi di matrice sono nulli e quindi, al primo ordine in £ non ci sono correzioni
ai livelli energetici.

Momento angolare orbitale - Testi

Esercizio 1. (30Mag94) — La funzione d’onda di una particella in un potenziale centrale ha la forma

Y= Af(T)(.’E+Z), )

dove A & una costante di normalizzazione per la parte angolare della funzione d’onda. a) verificare che ¢ &
un’autofunzione del momento angolare; b) determinare il valore di I; ¢) determinare con quale probabilita
in una misura del momento angolare si ottiene uno dei possibili valori di m.

Esercizio 2. (16Dic94) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R. Si ricordi la relazione fra energia e momento angolare. a) Determinare energie, degenerazione
e autofunzioni degli stati stazionari; b) Sapendo che la particella si trova in uno stato stazionario con
autofunzione ¢ (¥, p) = Asin¥sin ¢ (A costante di normalizzazione, 1, ¢ coordinate polari), determinarne
Penergia e dire quale e la probabilita di ottenere il valore L, = h in una misura della componente lungo
z del momento angolare.

Esercizio 3. (40tt95) — Si consideri un sistema con momento angolare L? = h2[(I + 1). Utilizzando il
metodo generale si trovi un limite inferiore a AL,AL,. Si calcolino poi i valori medi (L), (L), (L?),
<L32/> per un arbitrario autostato di L. Si verifichi che la disuguaglianza generale e soddisfatta.

Esercizio 4. (23Lug96) — La funzione d’onda di un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di massa
myg e frequenza angolare w & data da

w(xvyaz) = A(iL’ + y) 670“2/2 ’ o= —",



dove A & la costante di normalizzazione. Si chiede: a) verificare che ¢ & un’autofunzione del momento
angolare e determinare il valore di [; b) determinare quali sono i possibili valori di m e la probabilita di
trovare uno di essi se si effettua una misura del momento angolare lungo I'asse z; ¢) determinare il valore
medio di H.

Esercizio 5. (2Giu97) — Si misura l'energia di un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di massa
myg e frequenza angolare w e si trova il valore E = 5fiw/2. a) Se successivamente si misurasse il momento
angolare in una qualunque direzione (individuata dal versore 7 = nui + n,j + n.k), quali sarebbero i
possibili risultati della misura? Si effettua effettivamente la misura del momento angolare nella direzione
individuata da 7 e si trova un determinato valore mh. b) Calcolare il valore medio di L, immediatamente
dopo la seconda misura; ¢) Supponendo che il risultato della seconda misura sia zero e prendendo 1 =
(i +7)/V/2, scrivere la funzione d’onda del sistema.

Esercizio 6. (22Dic97) — Una particella si trova in uno stato rappresentato mediante la funzione d’onda
Y=[fr)r+ety+z),

(r = /a2 + y? + 22). Quali sono i possibili risultati se si effettua una misura del momento angolare lungo
una delle tre direzioni spaziali e quali sono le probabilita di ottenerli?

Esercizio 7. (31Mag99) — Un oscillatore armonico tridimensionale, isotropo, di massa m, frequenza
angolare w e carica ¢ ¢ immerso in un campo magnetico uniforme B parallelo all’asse z.

a) Scrivere la hamiltoniana esatta del sistema in presenza del campo magnetico;

b) scrivere la hamiltoniana approssimata H trascurando i termini in B di ordine superiore al primo.

Si consideri ora il sistema descritto dalla hamiltoniana H e si supponga che si trovi in uno stato rappre-
sentato dalla funzione d’onda

W(,y,2) = Az +iy)e /2, a=22 r? =2 +y7 + 27,

c) verificare che ¢ & autofunzione di L? e determinarne I’autovalore.

Dire quali sono i possibili risultati e con quali probabilita si possono ottenere se si misurano (indipenden-
temente)

d) la proiezione del momento angolare lungo I'asse z;

e) lenergia;

f) la proiezione del momento angolare lungo l'asse = (o y).

Aiuto: per rispondere all’'ultima domanda, si osservi che il risultato non deve dipendere dal nome dato
alle coordinate. Cio significa che il risultato non cambia se scambiamo x con z.

Esercizio 8. (11Giu01) — La funzione d’onda di una particella in un potenziale centrale ha la forma

Y =Af(r) (cosd + sindsin @) | /C><J If(r)|?r?dr =1,
0

dove A & una costante di normalizzazione. Determinare i valori medi delle componenti cartesiane del
momento angolare e i possibili valori del numero quantico magnetico se si misura L.

Momento angolare orbitale - Soluzioni

Soluzione 1 (30Mag94). — Riferimento: §17, §25.
In coordinate polari si ha

Y =rf(r)A(cospsin® + cos¥) = rf(r)A 4% [% (ylfl - +Y?|,

da cui si vede che 9 & un’autofunzione di L? con ! = 1 e che la probabilita di ottenere uno dei possibili
valori di m (—1,1,0) ¢ rispettivamente 1/4, 1/4 e 1/2.



Soluzione 2 (16Dic94). — Riferimento: §17, §25.
Poiché il raggio ¢ fissato, la hamiltoniana diventa H = L?/2I (I = mR?). Gli stati stazionari sono le
armoniche sferiche Y, e gli autovalori

h2

E = ﬂl(l +1), d; =2014+1 degenerazione.

E immediato verificare che la funzione d’onda (normalizzata) & data da

1
¢(19»<,0) = Asinﬁsingo = % (Yll + Ylfl)

e dunque [ = 1. Per 'energia (valore medio di H) si ha

1 h?
F=—(F E) = —
5(B1+Er) = —,

mentre la probabilita di ottenere L, = h & uguale a 1/2.

Soluzione 3 (40tt95). — Riferimento: §17, §4 .
Poiche il momento angolare ¢ fissato (I € dato), lo stato del sistema (per quanto riguarda la parte angolare)
¢ la sovrapposizione di 2/ + 1 armoniche sferiche Y;", cioe

l l
V(o) = Y enYM(09), Lap(,0) =h Y menY™(9,¢),

m=—1 m=—1

Z lem|? =1 (condizione di normalizzazione) .

Dal principio di indeterminazione (teorema) abbiamo

h2

1
AL:ALy 2 5 [[Le, Lylhe| = 5 {L2)u] = <

| St

Si osservi che 'ultima espressione si annulla se ¢,, = c_,,, mentre se ¥ & un autostato di L, allora
lespressione diventa semplicemente |m|ii”“/2, da cui si vede che l'indeterminazione cresce con |m|. Per
un arbitrario autostato di L, (¥;™) si ricava facilmente

<Lm> {Lm}mm =0, <Ly> = {Ly}mm =0,
2 2 h2 4+ |12 — 12 hz 2
(L2 = (12) = = (Il + lel?) = 5 [+ 1) —m?]
2 2 2
ALAL, == [l(1+1) — m?] > % > |m|2h

Soluzione 4 (23Lug96). — Riferimento: §12, §25, §26.
E immediato verificare che

3\ ~1/2 3\ "1/2
sin ¥ sin @ = i (%> Yy 41, sin ¥ cos @ = <%> (Y, =1
e dunque
¢($, Y, Z) = f(’/’) (C—l 5/1_1 +a Yll) ’ C1 = Cil .

Ora ¢ evidente che ¢ € un’autofunzione del momento angolare con ! = 1 e i possibili valori di m sono £1.
Poiche |c1]? = |c_1|? le probabilita sono uguali e valgono entrambe 1/2.



Per trovare il valore medio di H, conviene scrivere ¢ in termini delle autofunzioni della hamiltoniana.
Ricordando che per l'oscillatore armonico unidimensionale

do(x) = Age™ /2, 1 (z) = Aywe /2

con A; costanti di normalizzazione (dipendenti da w), si ha banalmente

Y(x,y,2) = Cld1(z)po(y)¢o(2) + do(z)d1(y)do(2)] = % [Y100(2, Y, 2) + tor0(2,y, 2)]

da cui si vede che 1 & autofunzione di H con energia

1 5hw
(E100 + Eoto) = —— -

E=-
2 2

Si osservi che non ¢ necessario calcolare la costante di normalizzazione.

Soluzione 5 (2Giu97). — Riferimento: §17, §25 §12.
Il sistema si trova nel primo livello eccitato, che € tre volte degenere. La sua funzione d’onda ¢ quindi
della forma

Y(x,y,2) = Ap1(x) o (y)Po(2) + Boo(x)d1(y)do(2) + Coo(x)do(y)d1(2)

dove A, B, C sono costanti tali che |A|? + |B|? + |C|> = 1 e ¢, sono le autofunzioni dell’oscillatore
armonico unidimensionale (funzioni di Hermite, normalizzate). ¥ (z,y,z) ¢ una funzione di r per un
polinonio di primo grado in x, y e z, quindi si puo scrivere come sovrapposizione di armoniche sferiche
Y™ (¥, ¢) (m =1,0,—1). Piu precisamente

W(r, 0, 0) = f(r) (co¥y + 1Y + 1Y),

dove
£() = Ag re=er 2, ="
00 8(15/2
flr2dr=1, A = —,
| Al = S

¢ la parte radiale della funzione d’onda, mentre c,, sono costanti tali che |cg|? + |c1|? + |c_1]? = 1.

I possibili risultati della misura della proiezione del momento angolare in una qualunque direzione sono
evidentemente uguali a 0,1, —1.

Per rispondere alla seconda domanda osserviamo che il valore medio di L, in un autostato di L; € uguale
al valore medio di L; in un autostato di L,. Dunque

(La) = ng(Ly) + ny(Ly) +n.(L;) = n.(L,) = mhn,.
Infine, per la terza domanda si ha

L.+ L,

V2
(1= i)eoYy + (14 D)eoYy ™ + (1 +i)er Yy + (1= i)e1¥7'] =0,

Lﬁ¢(7"7197%0) = f(T)

hf(r)
2

(C()Y10 + Clyll + C_1Y1_1)

da cui ¢g =0, (1 +14)c; + (1 —¢)e—1 = 0. Normalizzando si ha infine

f(r) , N
w(raﬁa@) = T [(1 - Z)Yll - (1 + Z)Yl 1] :
Nota: Per la terza risposta si puo osservare che la funzione d’onda e invariante per rotazione attorno a
7 (Lz = 0) e che 7 & la bisettrice dell’angolo fra gli assi z e y. Cid significa che ¥ non puo dipendere
da z e inoltre deve dipendere da x e da y nella stessa maniera. Quindi & un polinomio di primo grado in
x +y, vale a dire

D(r,0,0) = Ae™ Pz +y)



che normalizzata diventa quella sopra.

Soluzione 6 (22Dic97). — Riferimento: §17, §25.

La funzione d’onda € un polinomio di primo grado in z,y, z e quindi & una combinazione di armoniche
sferiche con I = 0, 1. Poiché & presente un termine che non dipende dagli angoli (invariante per rotazione),
il coefficiente di Y sara non nullo e quindi ¥ non & un’autofunzione del momento angolare. I coefficienti
dello sviluppo si ottengono facilmente ricordando la forma delle prime armoniche sferiche. Si ha

Y(r,d,0) = rf(r)(1+ sindsinp 4 sinv cos ¢ + cos¥)

rf(r) |VArYy + \/EY1 \/ﬁ ! \/?(1—2')1/11

Si vede dunque che i possibili valori di [ sono 0 e 1 e i possibili valori della misura delle componenti del
momento angolare sono 0,+h. Le probabilita sono date da

Am +4m/3 2 47/3 1

=2, Pt = 22 ==

P = 8t 6

Soluzione 7 (31Mag99). — Riferimento: §17, 12 o
11 potenziale vettore nella gauge di Coulomb ¢ dato da A = B x 7/2 e la hamitoniana esatta ha la forma
forma

mw?r? B p?>  mw*r? ¢BL, ¢A]?

2 T 2m 2 2me 2me? ’

H=

Qm‘

dove p? = p2 + p?l +p?. Trascurando il termine quadratico nel campo magnetico si ottiene la hamiltoniana
del sistema
p? mw?r?  ¢BL, qB

H=-— — =Hy— — .
2m+ 2 2me 0 2me  ©

Hj ¢ la hamiltoniana dell’oscillatore armonico libero, che ha autofunzioni e autovalori dati da
biji(7,y,2) = ¢i(2)d;(y)or(2) EQ = (n+ $)hw, n=i+j+k>0,

con ¢;(x) funzioni di Hermite. Il sistema rappresentato dalla hamiltoniana H si trova nello stato
U(x,y,z) = Alz + iy)e*arz/? E’ immediato verificare che questo ¢ la sovrapposizione di due auto-
funzioni dell’oscillatore libero ¢199 € ¢gp19- Infatti, ricordando ’espressione di z in termini di operatori di
creazione e distruzione e la forma dello stato fondamentale ¢ggp ~ e=o*/2 & ha

P(z,y,2) = Clag + al) +i(ay + aj,)%oo = C(¢100 + ido10) 5
con C =1/ V2 costante di normalizzazione. ¥ & dunque autofunzione di Hy con autovalore E{O).
L’autofunzione del sistema si puo scrivere in coordinate polari. Ricordando 'espressione di x,y e la forma
delle armoniche sferiche si ha facilmente

p=Cyy /oo 2 dr=1.
0

Da quest’ultima espressione, ¢ evidente che 1, non solo ¢ autofunzione di L2, ma anche di L, e di
conseguenza anche di H; infatti

qB

W:[HO‘%

L] v [0 - ng | o = 5.

2mece
L’unico risultato della misura del momento angolare lungo z & dunque & e della misura dell’energia ¢ F,
entrambi con probabilita 1.
Per ricavare i possibili risultati della misura del momento angolare lungo x si deve sviluppare ¥ in
autofunzioni di L,. Poiché [ = 1 lo sviluppo conterra solo tre autofunzioni. Per calcolare le autofunzioni



di L, corrispondenti a [ = 1, conviene scrivere le autofunzioni di L, (le tre armoniche sferiche Y{™) come
funzione di x,y, z e fare una rotazione ciclica. Si ha

LYF = I, [j:ix\i/;y g(r)} — +h {izxj;y g(r)] :

LY = L.zg(r)=0.

Per rotazione cilclica  — y — 2z — x si ottengono le autofunzioni di L, (o Ly). In particolare

L, [ﬁ:zy\j;gz g(r)} = +h [iiyj;z g(r) = folil} ;
Lexgr) = 0=L.f).

In termini di f{* si ha

by, 2) = Or) {%_%“g ] |

I possibili risultati della misura di L, sono ovviamente 0,1, —1 con probabilita 1/2, 1/4 e 1/4 rispettiva-
mente. Data la simmetria del problema, per L, si ottiene lo stesso risultato.

L’ultima parte del problema si poteva risolvere piu rapidamente cambiando nome alle coordinate. Se si
scambia z con z, allora cio che si deve trovare sono i risultati della misura di L, con il sistema descritto

dalla funzione (z,y, 2) = ¥(z,y,x) = A(z + iy)e_o"”z/Q. Il vantaggio ¢ dato dal fatto che le autofunzioni
di L, sono le armoniche sferiche e quindi lo sviluppo ¢ immediato. Infatti

U(x,y,2) = C(r)

- [Ylo iy inl]

Soluzione 8 (11Giu01). — Riferimento: §17.
Ricordando la forma delle armoniche sferiche Y7, si puo scrivere la funzione d’onda nel modo seguente:

8

v=aro5 |5

V2

Sihac =c_y =ico/vV2e |col? + |c1|? +|c_1]? = 1, da cui (a parte un fattore inessenziale)

3 vt 07+ Yll)] = f(r) (oY + ¥y + 1)

1
\/§ )
Si vede che i possibili valori del numero quantico magnetico sono 0,+1 con probabilita 1/2, 1/4 e 1/4

rispettivamente.
I valori medi di L, si ricavano facilmente mediante la formula

Co =

7
01207125.

<L,>=0]co]* +1-]ci]* + (=1) - e—1|*=0.

Per ricavare i valori medi di L, e Ly si osserva che

h
LY™ = 5 Gy + Ly
h m — m—
LY™ = o (G = Oy

con Cit = /I(I+ 1) — m(m £ 1). Dalle formule precedenti di ottiene

h h

L,Y? = —(Y+Yy Y, LY =—Y?, LY ' =—"Y?,
1 \/5( 1 1 ) 1 \/5 1 1 \/§ 1
h I R
LyY? = —(Y-Yv Y, L,Y!=—-——Y?, L)Y ' =—Y?,
y-1 \/52( 1 1 ) y-1 \/§Z 1 Y1 \/§Z 1



da cui segue

<L,> = (COYlo + Clyll + C_1Y1_1, C()D/ll + Yl_l} + [Cl + C_1]1/10) =0,

<L,> =

h
V2
h
V2i (coY + eV + e Y oYy = Y7+ [—er 4+ eq]YY) = 0.

i

Momento angolare intrinseco - Testi

Esercizio 1. (110tt94) — Un elettrone & immerso in un campo magnetico costante di intensita B diretto
lungo 'asse z. Trascurando i gradi di libertd di traslazione, la hamiltoniana ¢ H = (e/mc)s - B, dove
§ = ha /2 ¢ il momento di spin e —e ¢ la carica dell’elettrone. . a) Si trovino gli autovalori e gli autovettori
di H; b) se inizialmente lo spin & diretto lungo l'asse z, trovare la dipendenza dal tempo dei valori medi
di sz, sy € 5.

Esercizio 2. (5Giu95) — Lo stato di spin di un elettrone ¢ descritto dalla funzione

2/3
X = Ea
1/3
Calcolare i valori medi delle tre componenti (cartesiane) dello spin e la probabilita che esso sia parallelo
o antiparallelo a ciascuno dei tre assi cartesiani.

Esercizio 3. (18Set96) — Due particelle di spin 1/2 hanno momento magnetico rispettivamente p1 e s
e sono sottoposte ad un campo magnetico B. Senza perdere in generalita, si puod considerare un campo
uniforme diretto lungo l'asse z. Trascurando i gradi di liberta di traslazione e l'interazione tra i due
momenti magnetici, la Hamiltoniana ¢ data da

H = —,ulé-&l —/,LQB'a'Q.

Inizialmente il sistema si trova in uno stato di singoletto. Si trovi la probabilita che al tempo il sistema
si trovi in uno stato di tripletto.

Esercizio 4. (80tt96) — Di un elettrone si misura lo spin, prima lungo la direzione individuata dal
versore 7 = (i + j + k)/v/3 (i,7,k sono i versori della terna di riferimento) e subito dopo lungo la
direzione individuata dal vettore k. Si chiede: a) quali sono i possibili risultati della prima misura? b)
Scelto (a piacere) uno dei risultati possibili, quale & la probabilitad di trovare il valore 1/2 (in unita h)
nella seconda misura?

Esercizio 5. (26Set97) — Lo stato di spin di un elettrone & descritto da

_ (V2
Si chiede di determinare: a) il valore medio della componente lungo 'asse x dell’operatore di spin; b) la
probabilita di ottenere il valore %/2 se si misura lo spin nella direzione dell’asse x.

Esercizio 6. (25Gen99) — Si consideri una particella di spin 1/2 e si trascurino i gradi di liberta di
traslazione. Lo spin ¢ descritto dal vettore a| 1> +b| |>. Si misura la componente 7 - & dello spin,
ma non si registra il risultato, in modo che lo stato dopo la misura & una mistura incoerente dei due
autovettori di 2+ 4. Si calcoli la matrice densita che descrive lo stato misto dopo la misura. Si ponga per
semplicita 7 = (sin 6, 0, cos f).

Esercizio 7. (20Set01) — Un elettrone si trova in uno stato descritto dallo spinore x e il valore medio della
componente lungo 'asse zeta dell’operatore di spin s, vale ii/2. Determinare la probabilita di ottenere il
valore 71/2 se si misura lo spin della particella lungo lasse x.



Esercizio 8. (17Apr03) — Due particelle di spin 1/2 con momenti magnetici p11 e ps si trovano, all’istante
t = 0, in un generico stato di tripletto, quando vengono sottoposte all’azione di un campo magnetico
uniforme B.

Trascurando 'interazione fra le due particelle e i gradi di liberta di traslazione, determinare la probabilita
di trovare il sistema nello stato di singoletto, al generico istante t.

Momento angolare intrinseco - Soluzioni

Soluzione 1 (110tt94). — Riferimento: §19, §5, §4.
Se si trascurano i gradi di liberta di traslazione, gli autostati di H = (e/mc)Bs, coincidono con quelli di
s, (e = |e]). Dunque

1 heB 0 heB
= E = _ = E, = — .
X+ ( 0 ) ) + 27me ) X ( 1 ) ) 2me

I due autovettori di s, sono

a—%G)—%(xwrx), ﬂ-\%(_ll)—%(m—x)

e poiché inizialmente lo spin ¢ diretto lungo x, lo stato del sistema per ¢ = 0 deve essere rappresentato
da un autostato di s, diciamo «. Quindi x(0) = a. In un generico istante si ha

1 - -
x(t) = 7 <X+€ Bet/h g x_e E’t/ﬁ) :

Per un generico operatore hermitiano ¥ si ha

1

i = 5 {Eher + S+ B (e, S ) + [ (w0}

Posto w = E4 /h = eB/2mc (frequenza di Larmor) si ha
(s2)x = hcos(2wt) , (sy)y = hsin(2wt) , (sz)x =0.

Volendo, anziché la rappresentazione di Schrodinger si puo usare quella di Heisenberg. In tal caso lo stato
su cui si media € «, perd gli operatori cambiano nel tempo, cioe § = 5(t), §(0) = %6. Si ha

. 1 eB

Sg = E[SI’H] = m[sx,sz] = —2wsy s
1 eB

2 = — Hl = — = 92

Sy Zh[slﬂ ] ihmc[s’y)SZ] WSy
1 eB

.Z = 5 sz =z _|92y9z] = U.

8 ih[s } ihme [52,82] =0

La terza equazione si risolve banalmente, mentre derivando le prime due si ha
. 2 _ . 2 _
Sy +4ws, =0, Sy +4wsy, = 0.

Ricordando le condizioni iniziali e le equazioni del primo ordine si ha la soluzione

h
S0 =5 [05 cos(2wt) + oy sin(2wt)]
h
sy =g [0 sin(2wt) — o, cos(2wt)] ,
. — ho,

Prendendo i valori medi nello stato « si ottiene il risultato precedente.



Soluzione 2 (5Giu95). — Riferimento: §19, §4.
Scriviamo la funzione d’onda nella forma

X =ik + sexh = £2xE k=1,2,3.

In tal modo |ck |? rappresenta le probabilita che lo spin sia parallelo (antiparallelo) all’asse k. Per quanto
riguarda i valori medi si ricava (gli autostati di s si prendono normalizzati)

(st)x = 5 (Ich P = [ ?) .

Per quanto riguarda la componente s, si ha

2 1 1 0
Z z z z
C+ \/ga C—\/g7 X+ <O> ’ XZ (1>

e dunque 2/3 e 1/3 sono le probabilita che lo spin sia parallelo o antiparallelo all’asse z e 7/6 il valore
medio di s,. Per s, si ha

2+V2 . 2—2 .1 (1>
b C—: b - b
2v/3 2v3 =75\ 41

da cui si ottiene 1/2 ++/2/3, 1/2 — v/2/3 e hv/2/3. Infine, per s,

2—iV2 g 240V2 y 1 (1)
b C—: b - b
2v3 2/3 X7 A\ i

da cui si ha 1/2, 1/2 e 0 per il valore medio.

T
cy =

Yy _
L =

Soluzione 3 (18Set96). — Riferimento: §20.
Scriviamo ’equazione di Schrodinger per la parte di spin della funzione d’onda nella forma

ihd f(t) = =B (1ol + pao?) f(t)
e, per risolverla, sviluppiamo f(¢) nella base (ortonormale)

X4+ = X3Xi, X4— = x3x2
x—— = x.x%, X—+ =x"x7,

! (0 .
X+ - O I X—* 1 I O-ZX:I:f Xﬂ:

Posto wy = B(py & u2)/h si ottiene

£() Xty +bxy— +éix—p +dy— =i(awpxit +bwxi —aw x4 —dwix ),

o) = = b(0) = —c(0) = —= a(0) = d(0) =0,

dove f(0) ¢ lo stato di singoletto. Integrando si ha

etw— t e Ww— t

c(t) = T

La probabilita che al tempo ¢ il sistema sia ancora nello stato di singoletto ¢ data da

|(£(0), FEDI* = cos® w1

e la probabilita di transizione al tripletto ¢ ovviamente 1 — cos? w_t = sin® w_t. Si osservi che la media
temporale & 1/2.

Allo stesso risultato si perviene ovviamente usando le tecniche usuali. Le autofunzioni della hamiltoniana
SONO X4+, X+—s X—+, X—— con energie —hw,, —hw_, hw_, hwy rispettivamente. Si ha dunque

b(t) =

f(t) = cixs+e™ !t + cax_e™t + eax_ye Tt fegyo_e Tt



e dalla condizione iniziale f(0) = (x4_ —x_1)/V2siricavac; = ¢4 =0e ¢y = —c3 = 1//2. La funzione
cosl ottenuta e evidentemente quella precedente.

Soluzione 4 (80tt96). — Riferimento: §19.
I possibili risultati della prima misura sono ovviamente +1/2 (in unita i) come si ha lungo una qualunque
direzione. Per trovare gli autostati basta risolvere ’equazione

5 i 7 1 1—3 o h «
womggmeomaa (i ) () =3 (5)

che ha le seguenti soluzioni corrispondenti agli autovalori £+1/2

b o /3W§(¢<l M) FA-)V3 ., [3F
6 \/6( 33F\/_

dove y+ sono gli autostati di s,. Immediatamente dopo la prima misura il sistema si trovera in uno degli
autostati ¢, diciamo ¢ con spin 1/2. La probabilita di ottenere il valore 1/2 nella seconda misura & data
da

3+43
|(xr 04 = g ~0.788.

Volendo si puo’ procedere anche nel modo seguente, che permette di ricavare la soluzione in maniera
rapida, senza calcolare esplicitamente ¢4. Si osserva che, data un terna di versori 7, u, v arbitraria, si ha

s:gsI—&—jsy—i—chZ = NSy + USy + VS, .

La stessa relazione vale per i valori medi rispetto ad uno stato qualunque. In particolare, se lo stato su
cui si media e un autostato di s,, (diciamo ¢, ) allora (s,)s, = (s4)s, = 0. In tal modo si ricava la
relazione

(s2)o, = k-7 (sn)g,

e relazioni analoghe per le altre componenti. Nel caso in questione, posto ¢ = cyx+ +c_x_ ( |cg]®>+
lc_|?> = 1) si ha anche

e
23"

lc4|? & la probabilita cercata, che ovviamente dipende solo dall’angolo fra 7 e k.

h h
(s2)¢, = 5(\6+|2 —le-*) = 5(2|c+\2 1) =

Soluzione 5 (26Set97). — Riferimento: §19.
E’ immediato verificare che x & autostato di S, con autovalore /2. Infatti

(1) =301 0) (1) =3(1)

Questo significa che il valore medio di S, in questo stato ¢ /2 (Pautovalore) e questo & anche il risultato
della misura (probabilitd uguale ad 1).

Soluzione 6 (25Gen99). — Riferimento: §18 .

Siano
X1:|T>:<é)v X2:l/>:<(:3>7

gli autostati di o, e ¢+ gli autostati di n - 7, vale a dire

n-opy=toy.



Lo stato x del sistema si puo sviluppare nella base ¢4 e si ha
_ _ 2 2 _ 2 2 _
X =ax1+bx2 =c1o4 + 29—, e + e =1, la|” +[o]" =1.

1l possibile risultato della misura dello spin lungo la direzione individuata dal vettore n sara h/2 con
probabilitd p; = |c1|? e —1/2 con probabilita ps = |c2|? e dopo la misura il sistema si trovera nello stato
¢+, se la misura & h/2 e nello stato ¢_ se la misura ¢ —h/2. Poiché il risultato della misura non viene
registrato, si puo solo dire che lo stato sara ¢ con probabilita p; e ¢_ con probabilita p; e dunque si ha
uno stato misto

Y =p1o+ +p29— .
L’operatore densita (nella notazione di Dirac) ¢ dato da’
p=lor>p1 <oi| + [p- >p2< o],
e la matrice densita, nella base x1.2 €

pij = p1(Xilo+) (D4, x5) + p2(xilo—)(P—, x5) i,j=1,2.

Effettuando i calcoli si ottiene

P sin ¥ 9 sin ¥
¢+_COS§(1+C10519) , ¢—_SIH§(1_C10819) ,

2

9)2, p2 = (acos Y +bsin )2 .

— in ¥ _ 9
p1 = (asin g —bcos 5

Soluzione 7 (20Set01). — Riferimento: §19, §4.
Si scriva la funzione d’onda nella forma
«
X = (ﬂ) b

Dalla normalizzazione si ha

e per il valore medio di s, si ottiene

(s:)x = 5 (lol* = 18*) =

In questo modo si ottiene |a| = 1 e |8] = 0. Si ha quindi

(O 11
X_ 0 _+X+ *X*? Xﬂ:_\/i :tl 9

dove x4 sono le autofunzioni di s, con autovalori £7/2.

Poiché y & autofunzione di s, si pud subito dire che la probabilita di ottenere il valore 7/2 in una misura
dello spin in una qualunque direzione del piano (z,y) & 1/2.

Volendo eseguire il calcolo esplicitamente si ha

C+ = (X:th) = % .

|ci|> = 1/2 rappresenta la probabilitd di ottenere 7/2 in una misura di s,.

Soluzione 8 (17Apr03). — Riferimento: §20.
Trascurando l'interazione fra le due particelle e i gradi di liberta traslazionali, la hamiltoniana del sistema
assume la forma

H:_’ulg.&(l)_'uZB.&(?)’



dove & sono le matrci di Pauli e gli apici (1) e @) distinguono le due particelle. Orientiamo gli assi in
maniera che B sia parallelo a z. Allora

H = - BV — 1B .

Gli autostati di H sono

1 2 1 2 1 2 1 2
et = L e = e =N e =

(1 (0 .
X+ = 0 ) X— = 1 ) 02X+ = TX+

con i rispettivi autovalori
—hwy , —hw_ hw_ | hwy

dove si & posto wy = B(u1 =+ pg)/h. Gli stati stazionari procedenti formano una base per lo spazio di
Hilbert (la parte di spin) del sistema e quindi, un generico stato al tempo ¢ si puo scrivere nella forma

ft) = cixep et +eoxp_e™ "t tegx_qpe Wt fegxo e

I coefficienti ¢ dell’espansione si determinano dalla condizione iniziale f(0).
Nel caso in esame, inizialmente il sistema si trova in un generico stato di tripletto. Cio significa che

B
0) = Xt + = (Xg— + X—t) + VX——
£(0) X++ \/§(X+ X—+) T X
da cui ¢; = a, cg = c3 = 3/V/2, ¢4 = . L’ampiezza di transizione fra lo stato di singoletto e f(t) &

X+-— — X—+ iwit g iw_t B —iw_t —iw t)

—. e + _e + _ye +yx__e "t
( \/§ X++ \/§X+ \/§X + X

B

=5 (et —e ") = —ifsinw_t,

da cui segue la probabilita di transizione
P =p[%sin®w_t.

Si noti che la probabilita di transizione ¢ non nulla solo se lo stato iniziale ha una componente con s, = 0.
Questo e dovuto al fatto che lo spin del sistema lungo la direzione del campo & conservato.

Potenziale centrale - Testi

Esercizio 1. (4Gen95) — Una particella di massa m si muove in un potenziale centrale dato da
V(r) = —e*r~teor,
Si determini la correzione ai livelli energetici al primo ordine in «.

Esercizio 2. (5Giu95) — Una molecola biatomica & approssimata come un sistema composto di due punti
materiali di massa m interagenti con un potenziale centrale

k(r —a)?

vin =2

Si scriva Iequazione radiale e si sviluppi il potenziale che vi compare (che comprende il ”potenziale
centrifugo”) in serie attorno al minimo rg tralasciando i termini di grado superiore al secondo. Si calcolino
in questa approssimazione i livelli energetici. (Si consiglia di lasciare indicato ro e sostituirlo solo alla
fine con un valore approssimato ottenuto supponendo 7y — a < a).



Potenziale centrale - Soluzioni

Soluzione 1 (4Gen95). — Riferimento: §22.

Sviluppando il potenziale si ricava V (r) = — % +ae?+0(a?). Al primo ordine in « il potenziale differisce
per una costante (ae?) da quello dell’atomo di idrogeno. Per i livelli energetici si ha quindi (ovviamnete
non serve usare la teoria delle perturbazioni)

EW = EO 4 0e? = —27h 52 + ae?,
n
dove R ¢ la costante di Rydberg.

Soluzione 2 (5Giu95). — Riferimento: §21, §12.
L’equazione radiale per il sistema ¢ data da

2

h
f@x” + Verrx = Ex,

dove x(r) = rR(r), p = m/2 & la massa ridotta e

E(r—a)®>  R(+1)

V p—
eff 2 212

Se 7o ¢ il minimo di V. si ha

R+ 1)

(r—1p)?
pur® '

Vipp(ro) = k(r —a) — 5

€

=0, Vers(r) ~ Vepp(ro) + Vs (ro)

In questa approssimazione I’equazione diventa

K2 r—r1)?
__XN+ e//f(TO)( 20)

= E_ e 1)
2 X = [E = Vers(ro)lx

che e 'equazione di un oscillatore armonico con frequenza angolare

w? = e,}f(ro) '
I

Le autofunzioni x,,(r) sono le funzioni di Hermite ¢, (r — ry) mentre lo spettro ¢ dato da
E,=(n+ %)hw + Veyrs(ro).-

Nell’approssimazione ry — a < a, il valore di rg si determina analiticamente. Infatti

3
R+ 1) = ku(r — a)r® = kpa®(r — a) (1 + = a) ~ kua®(r — a) (1 +3° = a) )
a a

2h21(1+1)

dacuirg=a+ =~

Buche di potenziale sferiche - Testi

Esercizio 1. (1Set94) — Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale sferica con V(r) =
—vg per r < a e V(r) = 0 per r > a. a) Scrivere l'equazione di Schrédinger per questo sistema; b)
determinare il valore massimo di vy per cui non esistono stati legati; ¢) determinare per quale valore
di vy lo stato fondamentale ha energia f%vo; d) usando per v il valore determinato in c), calcolare la
probabilita di trovare la particella dentro la buca se il sistema si trova nello stato fondamentale;



Esercizio 2. (7TOtt97) — Una particella di massa m si muove liberamente nel volume limitato da due
sfere concentriche di raggi a e b (a > b), con barriere di potenziale impenetrabili sulle superfici.

a) calcolare i livelli energetici e le funzioni d’onda normalizzate con momento angolare nullo; b) discutere
la possibilita di calcolare perturbativamente i livelli energetici con momento angolare non nullo quando b e
molto grande (rispetto a cosa?); ¢) calcolare esplicitamente i livelli usando una ulteriore approssimazione
valida per a — b < b.

Esercizio 3. (21Lug98) — Una particella di massa m si muove liberamente nel guscio sferico definito da
r1 <r <ry =711 +¢, con barriere impenetrabili sulle due sfere » = ry e r = ro. Si imposti il problema del
calcolo dei livelli energetici (si noti che se € & molto piccolo, il potenziale centrifugo varia di poco nella
regione in cui si trova la particella).

a) Si calcolino i livelli energetici nell’approssimazione in cui il potenziale centrifugo & costante (uguale al
suo valore in r = (r1 +12)/2).

b) Si migliori I’approssimazione usando il metodo perturbativo.

Esercizio 4. (27Lug99) — Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale sferica com
V(r) = —vo per r < ae V(r) =0 perr>a (vg > 0).

a) Scrivere 'equazione differenziale che determina tutte le soluzioni con momento angolare nullo;

b) determinare i valori di vy per cui si hanno n stati legati con momento angolare nullo.

Esercizio 5. (18Feb01) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi all’interno di una sfera di raggio
a (V(r)=0perr <a, V(r) =occ per r > a). La sua funzione d’onda &

wr
w:Acos;,

con A costante di normalizzazione.
Si effettua una misura dell’energia della particella. Dire quali sono i possibili risultati della misura e quali
sono le probabilita di ottenerli.

Esercizio 6. (27Giu0l) — Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale sferica con
V(r) = —vo (vp > 0) per r < a e V(r) =0 per r > a e i parametri (m,a,vg) sono tali per cui si ha un
solo stato legato.

a) Scrivere 'equazione di Schrodinger per questo sistema,;

b) scrivere le condizioni (disuguaglianze) che devono soddisfare i parametri del problema affinché esista
un solo stato legato;

c) sapendo che il sistema si trova nello stato fondamentale con energia E (|E| < v¢), determinare la
probabilita di trovare la particella nella zona r < a.

Esercizio 7. (19Set02) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi all’'interno di una sfera di raggio
a (barriere di potenziale impenetrabili in » = a). La particella si trova in uno stato rappresentato dalla
funzione d’onda

Ar(a—r), 0<r<a,

w(r):{(), r>a.

Determinare:

a) il valore medio di H;

b) i possibili valori dell’energia;

¢) il valore pit probabile in una misura di F;

d) la probabilita di trovare il sistema nel primo livello eccitato.

Buche di potenziale sferiche - Soluzioni

Soluzione 1 (1Set94). — Riferimento: §21.



Supponiamo che vy < Vymaz, dove Vpmae € il massimo valore di vy per cui non esistono stati legati. Se vg &
Vicino a vp,q, esistera un solo stato legato, lo stato fondamentale (E < 0, [ = 0). Posto a = /2m|E|/#,

k=+/2m(vo — |E|)/h e x(r) = R(r)/r si ha

X' +kx = 0, r<a, = x=Asinkr,
X' —a*x = 0, r>a, = x=DBe .

Imponendo la continuita della funzione e della derivata si ottiene la condizione

h
kcotka = —a — siné =+—r1oE, tané <0,
¢ vV 2muga? ¢ ¢
dove ¢ = ka. Le soluzioni accettabili stanno negli intervalli & € (3, 7), £ € (28,27), ... Il minimo si ha

per £ = 7/2 a cui corrisponde Uy, = h27?/8ma?.
Per E = —vg/2 si ha k? = a? e cot £ = —1. Dunque & = 37/4 e vg = 9h*72/16ma?. Per le soluzioni si ha

Ae3‘n’/4

V2

Asinka = Be™%* —

Dalla normalizzazione si ricava A = , /=52 — ¢ infine
(443m)a

@ 3r+2
P < = 2d: N0.85
r<a)= [ P ar= T

Soluzione 2 (7Ott97). — Riferimento: §21, §13, 7.
Il potenziale & di tipo centrale. Le autofunzioni della hamiltoniana sono della forma

b(r,d,0) = R(r) Y™ (0, ¢) ,
dove Y} sono le armoniche sferiche e la parte radiale soddisfa ’equazione differenziale

[% <p3 - W%”) +V(r) - E} R(r) =0, V(r) = {o(l fﬂ;’(”;a‘;

Per gli stati con [ =0 (posto R = x/r e k = vV2mE/h) si ha

X R =0, x(b) = x(a) =0, / (P dr =1,
0

che & I'equazione di Schrodinger per una buca di larghezza a — b, traslata in r = x + b. La soluzione
normalizzata ¢ quindi data da

2 -
X = a—bsmmra(r—b)’ n>1,
2 1 . nr(r—0») h?m2n?
n e A po - T
¥roo a—br " Ta"p " 2m(a — b)?

Per applicare la teoria delle perturbazioni, il valore medio del potenziale dalla perturbazione stessa deve
essere molto minore dell’energia del livello corrispondente. Dunque

R+ 1)

2mr? ) < ET(LO) :

(

Poiche (r) > b si ottiene la condizione

b>



In questa situazione ha senso applicare la teoria delle perturbazioni. Per la correzione all’energia si ottiene
RA(l+1) 2 /a _ynm(r—b) dr
sin® ————=
2m  (a—0) J,
RPIl+1) 1 2 @ —b
(+1) ) / sin? 77171‘(7‘ ) dr
b

EWM

~ —_—

2m  b% (a—b
R2(L+ 1)
2mb?

Soluzione 3 (21Lug98). — Riferimento: §21, §8, §13.
Il potenziale ha simmetria centrale e quindi ’equazione di Schrodinger per la parte radiale della funzione
d’onda assume la forma

2m CRA(L+ 1)

X'(r) + oz [E=Ve(r)]x(r) =0, Ve(r)

x(r1) =x(r2) =0, / Ix(r))?dr=1.

T1

2mr?

E’ utile eseguire il cambiamento di variabile © = r — g, 19 = (r1 +72)/2 = r; + /2. In tal modo si ha

X'(@)+ 25 B = Vil + o)l x(x) =0,
€/2

X(0) = x(2) =0, /'|M@emz1.

—e/2

Nell’approssimazione in cui il potenziale centrifugo & costante e pari al suo valore in rg, I’equazione
diventa quella di una buca unidimensionale a pareti infinite. Posto k2 = 2m[E©) — V,(ry)]/h* > 0 (gli
autovalori del laplaciano sono sempre negativi e quindi, in questo caso approssimato, energia E(®) deve
essere maggiore del potenziale centrifugo), si ottiene

\/gcos%, n=135,..
Xn(z) =
\/gsm%, n=24,6,..
2 .22
g T P (R VN N1,
€ 2m | &2 (r1 +72)?

Per applicare la teoria delle perturbazioni si sviluppa il potenziale in serie di potenze di  (|z| > ¢/2). Si
ha

B2+ 1) 1 2r 227
V. = ~ V. 74 v — V. _ )
(l‘ + TO) 2m (7”0 + I]C)2 (TO) + c c (7"0) o + ,’,,(2)

Le correzioni ai livelli energetici sono date da ET(LU = (Xm Vc(l) Xn)- La parte dispari della perturbazione
non da contributi e dunque per n dispari si ottiene

4V, €/2 2 22V, 2
Emeﬁ//2@ﬁmm)xahfgww<ﬂ)7

2 2 2
rHe € ToT 12 n

mentre per n pari

e/2 2 2
lwzggm/ @ﬁmfﬁmk?%%WI)
e/2 € 12

2
o€ rom

Soluzione 4 (27Lug99). — Riferimento: §21.



Gli stati stazionari con momento angolare nullo (I = 0) hanno la forma R(r)Yy dove la parte radiale

soddisfa I’equazione di Schrodinger con | = 0. Posto E = —|E| (stati legati), a = /2m|E|/h, k =
V2m(vg — |E|)/h e x(r) = R(r)/r si ha

X'+ kx = 0, r<a, = x=Asinkr,

X' —a?xy = 0, r>a, => x=DBe .

Imponendo la continuita della funzione e della derivata si ottiene la condizione

n=—Ecot&, & =ak, n=ax.

Inoltre si ha £2 + 7% = 2mavy /h2 = p?. GIli stati legati si ottengono graficamente dalle intersezioni
positive della funzione 7(§) con la circonferenza di raggio p. Per avere almeno uno stato legato, p deve
essere maggiore di m/2 e per avere un numero arbitrario n di stati legati deve essere soddisfatta la
condizione

(n—-Lmr<p<(n+m

Soluzione 5 (18Feb01). — Riferimento: §21,§1.
Dalla normalizzazione della funzione d’onda

a A2 22 3
1=||¢||?=|A|2/0 0032%r2dr/dQ:M

3T ’
si ottiene la costante
3T

AP = — .
= (34 272)ad

La funzione d’onda della particella & funzione soltanto di r (non degli angoli) e quindi ¢ invariante per
rotazione. Cio significa che & autofunzione del momento angolare con [ = m = 0. Il suo sviluppo in
termini delle autofunzioni ,,;,, del sistema avra dunque la forma

m X’ﬂ r m
6= cutbuoo Dt (r,99) = R (V"9 9) = X yim g, ).
La parte radiale delle autofunzioni soddisfa ’equazione unidimensionale
2mE  l(l+1 @
x”+{mz —(t)]x=07 /IX\er:l, r<a.
h r 0

Per 1 nostri scopi e sufficiente calcolare le autofunzioni con I = 0. In tal caso ’equazione diventa quella
della buca unidimensionale a pareti infinite

X'+ kx=0, r<a, k=, x(0) = x(a) =0,
le cui soluzioni sono
2 hrn?
Xn(’l’): \/jSinwa En: n()():ﬂ-—n7 n:1a2737"'
a a 2ma?

Quelli sopra sono i possibili risultati se si misura l'energia della particella. Per trovare le probabilita
corrispondenti si devono calcolare i coefficienti dello sviluppo. Si ha

en = (£, m00) = / " ) R ()0 dr [ysao
- Vix / £ xn(r)r dr



da cui segue

_Aa3/2 1n4Aa3/2 n
Vor V2r n?—1’

La probabilita di ottenere uno dei possibili valori dell’energia ¢ dunque

c] = cn = (—

3
Pp—p, = |a*> = TEEES] ~ 0.66 ,

24 n?
_ 2 _
PE:E,,/ = |C'n,| - 3 T 271_2 (7’7,2 — 1)2 3 n Z 2.

Lo stato piu probabile ¢ quello fondamentale.

Soluzione 5 (18Feb01). — Riferimento: §21,§1.
Dalla normalizzazione della funzione d’onda

‘ Al?(3 + 2n%)a?
1:||w||2=|A\2/ W_d/ o — AFG+2r7)a”
0

3 ’
si ottiene la costante
3T

(L —
A" = Grame

La funzione d’onda della particella & funzione soltanto di r (non degli angoli) e quindi ¢ invariante per
rotazione. Cio significa che e autofunzione del momento angolare con | = m = 0. Il suo sviluppo in
termini delle autofunzioni ,,;,, del sistema avra dunque la forma

w = Z Cnﬁ]nOO ) wnlm (T’, 1930) = Rnl(r)yrlm (197 ('0) = anl,«(r) )/lm (197 90) .

La parte radiale delle autofunzioni soddisfa ’equazione unidimensionale

K2 r2

omE I+ 1 @
x”+{m o )]xzo, /|X\2dr:1, r<a.
0

Per i nostri scopi ¢ sufficiente calcolare le autofunzioni con [ = 0. In tal caso ’equazione diventa quella
della buca unidimensionale a pareti infinite

2mE
X' +kx=0, r<a, k= ;ﬂ : x(0) = x(a) =0,
le cui soluzioni sono
2 hrn?
Xn(r):\/jSinma E, = nooziﬂn s n=12,3,..
a a 2ma?

Quelli sopra sono i possibili risultati se si misura ’energia della particella. Per trovare le probabilita
corrispondenti si devono calcolare i coefficienti dello sviluppo. Si ha

cn = (f, Ynoo) = /Oa f(r)Rno(r)r2 dr/YOO dQ)
= Vir [ o,

da cui segue

Aa’? 1) 4Aa%?% n

cn = (—



La probabilita di ottenere uno dei possibili valori dell’energia ¢ dunque

3
Pp—p, = |a*> = 5B+ 219) ~ 0.66,

24 n?

_ 2 _
Po=p, =lenl” = 3+272 (n2-1)2’ nz2.

Lo stato piu probabile ¢ quello fondamentale.

Soluzione 6 (27Giu01). — Riferimento: §21.

Posto a = v/2m|E|/h, k = \/2m(vo — |E])/h e x(r) = r R(r) si ha

X'+ kx = r<a, = x=Asinkr,

0,
X' —a?y = 0, r>a, — x=Be

—Qar

Imponendo la continuita della funzione e della derivata si ottiene la condizione

feot& = —n, £=>0, n=>0,
dove
§2+772:2m71:20a :R(Q), E=ak, n=ax.
Le soluzioni accettabili stanno negli intervalli { € (F,7), § € (37”,270, ... e sl trovano graficamente

facendo 'intersezione delle due curve precedenti. Si ha un solo stato legato (una sola intersezione) se

7T<R <37r . 7r2<mv0a2<97r2
2 "0 8 B2 8

Come si vede dal grafico, se 1’energia & piccola n ~ 0 e £ ~ w/2. Conviene porre £ = 7/2 + ¢ e fare lo
sviluppo in €. Dall’equazione sopra si ottiene banalmente

2 2
n:f(ﬁ+s)cot(ﬁ+s> = sw—n, §:E+_77
2 2 s 2 T

Dalla continuita della soluzione segue anche
Asiné = Be™" = A~B(1-n),
e dalla normalizzazione si ottiene

a o0 2
|A|2/ sin? kx dx + |B|2/ e2%% dp — 1 — |B|2 ~ _77.
0 a a

Infine si ha

a - 2
Por<a)= [ Yo°|2d9=n<1— i 5) ~g
0 Q 2¢

Soluzione 7 (19Set02). — Riferimento: §21,§1.

La funzione d’onda della particella & funzione soltanto di r (non degli angoli) e quindi ¢ invariante per
rotazione. Cio significa che & autofunzione del momento angolare con I = m = 0. Conviene percio
scriverla nella forma

Y =Br(a—r)Yy, B=+V4r A.
Dalla normalizzazione della funzione d’onda

a CL7 B 2
L=l =18 [ o= ar [ ygpae = SEE
0 Q

si ottiene la costante |B|? = 105/a”.



11 valore medio dell’energia si ricava direttamente dalla definizione < H >= (3, Hv). Poiché I = 0 si ha

2 2 2 2
pa h d 1 o h°B (2a 0
v 2m 2m (dr + T) rla—r¥o 2m \ r 0
R% B> [® 2a 9 h?|B|?a® h?
H>=—— — ——6 d Y12 d = = .
SHeEm T, /0 rla=r) ( r ) " T/Q Yo' 15m Tma?

Lo sviluppo di % in termini delle autofunzioni ,,;,, del sistema avra la forma

Xnl (T)

'(/J = Z annOO ) ’(/}nlm (’I“, 19(;0) = Rnl(r)yvlm (197 90) = TYEM (197 Lp) .
n
La parte radiale delle autofunzioni soddisfa ’equazione unidimensionale
2mE  l(l+1 @
x”+{mz —(t)]x=07 /Ix\gdr:l, r<a.
h r 0

Per i nostri scopi ¢ sufficiente calcolare le autofunzioni con [ = 0. In tal caso ’equazione diventa quella
della buca unidimensionale a pareti infinite

2mE
HRN=0. rgas k=SS (0 = x@) =0,
le cui soluzioni sono
2 h2 2,2
Xn(?ﬂ)_\/751nwv EnOO:Ln7 n:1,2,3,...
a a 2ma?

Quelli sopra sono i possibili risultati se si misura l’energia della particella (Nota: non sono tutte le
possibili energie del sistemal!). Per trovare le probabilita corrispondenti si devono calcolare i coefficienti
dello sviluppo. Si ha

B /0 /Q Roo(r)Y 1 dr dQ = B /0 r(a =) xn(r)r dr |

da cui segue

840  0.87
2 _ —
|C’I’L| - 71-6 'n,6 ~ ’n,6 9 n = 1,3,57...
7560
len? = —5,5 <013, n=24,6,..
s

Si vede che il valore piu probabile per I'energia e quello corrispondente allo stato fondamentale 1qg.

Ci si aspetta che il primo livello eccitato del sistema sia compreso tra F1g9 ed Eog9 ed abbia [ = 1. La
probabilita richiesta & pertanto nulla. La verifica si puo fare studiando gli zeri della funzione di Bessel
J3/2(V2mE a/h), che & autofunzione con [ = 1.

Atomo di idrogeno - Testi

Esercizio 1. (30Mag94) — Un elettrone in un atomo di idrogeno si trova nello stato fondamentale quando
viene posto per un tempo 7' in un campo elettrico dipendente dal tempo E = @FEycoswt, dove @ & un
versore generico. Al tempo ¢t > T si misura il momento angolare e I’energia della particella. Determinare:
a) la probabilita di ottenere un valore m = 1 per la proiezione del momento angolare lungo la direzione
individuata da @; b) la probabilita di ottenere un valore E = —mge*/8h% per Ienergia (si usi la teoria
delle perturbazioni al primo ordine nel campo).

Esercizio 2. (1Dic95) — L’elettrone di un atomo di idrogeno si trova nello stato fondamentale. Calcolare:
a) la probabilita di trovare l’elettrone ad una distanza dal nucleo maggiore della distanza classica; b) Az



e Ap, in tale stato, e verificare esplicitamente che soddisfano alla relazione di correlazione del Principio
di indeterminazione (si osservi, senza eseguire il calcolo, che i valori medi di z e p, in tale stato sono
nulli).

Esercizio 3. (24Giu97) — Si consideri un atomo di idrogeno (senza spin) nel livello fondamentale e si
calcolino i valori medi e le dispersioni dell’energia potenziale e cinetica.

Esercizio 4. (21Jun00) — Una particella di massa m e carica e ¢ attratta da un nucleo pesante mediante
un potenziale centrale della forma (potenziale di Yukawa)

V(r)=— ) a>0, A>0.

a) Si scriva 'equazione di Schrédinger per gli stati stazionari del sistema e si studi 'andamento asintotico
delle soluzioni;

b) si calcolino esplicitamente le energie e gli autostati di H al primo ordine in X;

¢) usando la teoria delle perturbazioni, si calcoli I'energia dello stato fondamentale al secondo ordine in

A

Atomo di idrogeno - Soluzioni

Soluzione 1 (30Mag94). — Riferimento: §22, §14.
Scegliamo il sistema di riferimento con l’asse z parallelo a w. In tal modo il potenziale dell’elettrone di
carica —e e massa mg dovuto al campo elettrico esterno e dato da

_ 4
V =eE -7 =rEycoswtcost = rEycoswt ngo .

11 generico stato dell’elettrone imperturbato (trascurando lo spin) ha la forma

1
Ynim = Ry Y™, 100 = ERH)
e dunque
Eycoswt Eycoswt /°°
Vim0 = ———— (R Y™, 7R10YY) = ————6110m Ry Ry 72 dr .
m,100 73 ( 1 101) VA 1 00 1810

Dopo la perturbazione, I'elettrone pud trovarsi in uno stato con I = 1 e m = 0 (regole di selezione).
La probabilitd di ottenere m = 1 ¢ evidentemente nulla (poiché la perturbazione non dipende da ¢ si
conserva la componente lungo z del momento angolare). L’energia cercata corrisponde a quella del primo
livello eccitato (n = 2) e dunque

Ey coswt /°° A 20 4 Ey coswt <4aH)4
V- = — e r/ AHpS p = — [ —= ,
o 3v2am Jo 3v2 \ 3
2

= o raggio di Bohr .

ag

mpe?
La probabilita cercata e data da
2
E2 4G,H 8 T .
lazio,100/> = 0 (—) / e @21t cogwt dt
1872\ 3 0
2 2

B E2 (4aH > 8 sin 7(°J21;“’)T N sin 7(“)21;”)T
©o1sr?\ 3 wo1 +w W21 — W

+2coswT

2

n (Wngw)T Sin (legw)T
(2 ’
Wa1 w



dove woy = (Ey — Ey) /R = 3m064/8h3.

Soluzione 2 (1Dic95). — Riferimento: §22.
La funzione d’onda del sistema ¢ data da

hQ

)
me2

’IZJ(Tvﬁ, ®3 S) = QGI_Jgeir/aH f(ﬁ, 2 S) ; ag =

dove la parte angolare e di spin f(¥,p;s) = x(s)/4m non interviene nei conti che seguono e possiamo
tralasciarla (¢ normalizzata per proprio conto). Il raggio classico dell’atomo con energia arbitraria E &
dato da r., = e2/2|E|. Nello stato fondamentale I'elettrone ha energia Ey = —e?/2ay da cui rq = ag
(raggio di Bohr). Si ha (N, ~ 2.72 ¢ il numero di Nepero).

4 oo
P(r>ra) = T/ e/ tdr = N7 ~ 0.135 .
a a

H H

I valori medi di z e p sono nulli perché lo stato fondamentale & una funzione pari di = (un valore medio
non nullo farebbe distinzione fra destra e sinistra). I valori medi di 22 e p2 si possono calcolare usando
direttamente la definizione, pero in tal caso si ottengono integrali abbastanza complicati. Osservando che
lo stato su cui si media € invariante per rotazione, si deve avere

1
@) = @ =(A) =507,
1 2m
W) = W)= = 507 = o () — (V)]
Si ricava facilmente
(r?) = is/ e~ r/anptdr = 3a%
@ Jo
2 4 2 [e s} 2
(H)=Ey=—7— (V)=—— | e2/ordr = ——,
2ay ay Jo ayg
da cui Ax = ay, Ap, = e, [ 3as € AzxAp, = % > %
Soluzione 3 (24Giu97). — Riferimento: §22, §4.
Posto H =T + V si ha
(1) = H-V)=(H)—-(V),
(I?%) = ((H-V)*)=(H*)+(V?) — (HV) - (VH).

Se il valore medio ¢ calcolato rispetto ad un qualunque autostato di H allora si ha
(H)=E, (H?) = E*, (HV) = (VH) = E(V),
dove E ¢ l'energia dell’autostato corrispondente. Per la dispersione si ottiene
(AT)? = (T?) —(T)* = (V?) = (V)? = (AV)*.

E’ dunque sufficiente calcolare le grandezze corrispondenti a V' (che & pilt semplice). Per lo stato fonda-
mentale dell’atomo di idrogeno si ha

2 e? B2
— = er/amy0 _ _
w a?I)_I/z € YVO ) I 2aH ) ag m62 )
da cui
4e2 [ 2
V) = W Vy)=——g | e/ /\YOO|2dQ =
ay Jo ag

det [ 2e?
2 2 —2r/an }rO 2
(V=) = W,V w)——GS /0 e dr/|0| dgz_—a2 .



E infine

2

e
T = FE-— -
() V)= 50
2 2 2 5et
(T%) = E°+(V7) —2B(V) = —,
dayy
o2
AT = AV = — .
apg

Soluzione 4 (21Jun00). — Riferimento: §22, §13.
Il potenziale e di tipo centrale, pertanto le autofunzioni di H sono della forma

i (19, 0) = X0 ymy oy

r

dove x(r) soddisfa I’equazione di Schrodinger ridotta

x”+{%[E—V(T)]—Z(HD}X:O,

r2

con E < 0 (stati legati). Poiche V(r) — 0 per r — oo e V(r) ~ —a/r per r — 0, 'andamento asintotico
delle soluzioni & lo stesso di quello che si ha per il potenziale coulombiano (atomo di idrogeno).
Al primo ordine in ), il potenziale diventa

«@
Vir)~Vo(r) = - + A,
che & un potenziale coulombiano a meno di una costante positiva Aa. Pertanto le autofuzioni e gli

autovalori di H sono
3/2 1/2
d = i (n — - 1)' Qle—g/Q L2l+1(g)
e na 2n[(n+ 1)1)3 ntl AR

2
I3
) a = )
na mao

_27‘

E, = + A, 0

2an?

(Lg sono i polinomi di Laguerre). Si osservi che 'approssimazione ha senso se A < 1/2a.
Al secondo ordine in A il potenziale diventa

Nar

Vi(r) ~Vo(r) +Va(r), Vi(r) = —

Per la hamiltoniana Hy = p*/2m + V; si conosce la soluzione esatta e il termine V; si pud pensare come
una piccola perturbazione. E quindi possibile calcolare la correzione ai livelli energetici usando la teoria
delle perturbazioni al primo ordine nel parametro A2. In tal modo si ha

AN [,
AB; = (@100, Vi®100) = ——— / o-2r/a 3 g
0

3
= —"Naa
4
e infine, al secondo ordine in A2,

ma? 4 — 3A2h2
2h> m

« 3
E = —— — = 2 = —
1 2a—|—)\a 4/\ aa

Si osservi che la correzione all’ordine A% non dipende da a.
Nota: si ottiene lo stesso risultato applicando la teoria delle perturbazioni al secondo ordine in A alla
hamiltoniana p?/2m — a/r con perturbazione Aa — A\2ar /2.



Diffusione - Testi

Esercizio 1. (24Lug95) — Una particella (senza spin) di massa m ed energia F urta contro un potenziale
centrale repulsivo V(1) = v/r2, (7 > 0, costante). Si chiede: a) scrivere 'equazione di Schrédinger per
questo sistema; b) calcolare (esattamente) gli sfasamenti §; per tutti i valori di [ e verificare che non
dipendono dall’energia della particella; ¢) discutere la convergenza della serie che da la sezione d’urto
totale.

Diffusione - Soluzioni

Soluzione 1 (24Lug95). — Riferimento: §24, §21, §27.
Per la parte radiale dell’equazione di Schrodinger si ottiene

" 2 V2 _ 2
X+k_r_2 x =0, v

2
1 2myy
I+ - — .
(1+3) + %

La soluzione per x(r) (che si annulla nell’origine), a meno di una costante inessenziale, & data da

krm

xi(r) = TJ,,(]CT) ,

che per r — oo ha il comportamento asintotico
xi(r) ~ sin(kr — %5 + ) = sin(kr — iz 4 [EL22vmy

e dunque 6; = (I +1/2 — v)w/2 non dipende dall’energia. Per valutare la convergenza della serie che da
la sezione d’urto totale osserviamo che

1 2mry 1 2myy mmy
=(1+3) 1+ — o~ § ~ -
’ ( 2)\/ (1+1/2)2R 2 (21 + 1)K : (21 + 1)1

e quindi la serie diverge. Infatti

dr & . 2rmy\” o= 1
Otot = ﬁ;(2l+ 1) S 5[ ~ <h2k> Zm .

Metodo variazionale - Testi

Esercizio 1. (20Apr95) — Un elettrone di carica —e & sottoposto ad un potenziale centrale
e
Vir)==-[14(Z-1)e""
(N =S[1+@Z-1e ],

che assomiglia al potenziale di un nucleo schermato dagli altri (Z — 1) elettroni. Usando il metodo
variazionale con la funzione di prova ¢ = Cexp(—tr), trovare un limite superiore all’energia dello stato
fondamentale.

Esercizio 2. (40tt95) — Una particella di massa m si muove all’interno del triangolo definito dalle
disuguaglianze x > 0, y > 0,  + y < a con barriere infinite sui tre lati e potenziale nullo all’interno.
Utilizzando una funzione di prova del tipo ¢ (x,y) = Cxy(a—x —y) si trovi un limite superiore all’energia
dello stato fondamentale.



Esercizio 3. (18Set96) — Una particella di massa m si muove su di una retta ed & soggetta al potenziale
V(z) =0, |z] > a, V(z) = —v, |z| < a.

a) Si trovi 'energia dello stato fondamentale e la relativa funzione d’onda normalizzata nel limite in cui
a — 0, v — oo, av =costante.

b) Si consideri un potenziale composto da due buche molto strette e molto profonde simili a quella sopra
descritta, ma centrate nei punti x = +d/2. Usando il metodo variazionale, si trovi un’approssimazione per
eccesso dell’energia del livello fondamentale. Nella scelta della funzione di prova, si utilizzino le funzioni
d’onda ottenute in presenza di una sola buca e si ricordi che la funzione d’onda dello stato fondamentale
¢ simmetrica per x — —x.

Esercizio 4. (16Dic96) — Una particella di massa m si muove sul segmento —a < x < a con barriere

impenetrabili alle estremita. Si indichino con E§0)7 Eéo),... e con ¥1(x), Pa(x),... 1livelli energetici e le
relative autofunzioni quando il potenziale all’interno della buca & nullo. Si introduca poi un potenziale

Viz)=vzx

e si calcoli energia dello stato fondamentale a) usando il metodo pertubativo al primo ordine; b) usando
il metodo variazionale con la funzione di prova

() = (1+ AP (41 + M) -

Esercizio 5. (24Feb97) — Una particella di massa m ¢ vincolata a stare nel segmento |z| < a/2 (barriere
impenetrabili agli estremi) ed & soggetta al potenziale

z| <
vor={ g S

con v > 0 e e < a. Usando la teoria delle perturbazioni (al primo ordine in v) e per ¢ — 0, calcolare
a) Penergia di un generico livello; b) la funzione d’onda dello stato fondamentale e di un generico stato
eccitato.

b

<

N,

va
15

8

)

(SIS

Esercizio 6. (28Gen98) —

Una particella di massa m si muove sull’asse = ed ¢ soggetta al potenziale V(z) = —a exp(—ax?). Usando
il metodo variazionale con la funzione di prova 1 (z) = bexp(—Bz?), dimostrare che esiste almeno uno
stato legato e trovare una maggiorazione della sua energia (a, «, 5 costanti reali positive).

Esercizio 7. (12Lug00) — Un oscillatore anarmonico unidimensionale ¢ descritto dalla hamiltoniana

2
H="— 4" 4", m, kA > 0.
m

Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in A si determini I’energia e la funzione d’onda dello
stato fondamentale.
Usando il metodo variazionale con le funzioni di prova gaussiane

b(g) = A(B)e P2, 8>0,

si determini un limite superiore per I'energia dello stato fondamentale. Si determini inoltre il migliore
valore ottenibile per I’energia dello stato fondamentale al primo ordine in A e si confronti il risultato con
quello ottenuto precedentemente.

(aiuto: per rispondere all’ultima parte si ponga [ ~ \/%/ h+ B’ e si sviluppi I'energia al primo ordine
in A)



Metodo variazionale - Soluzioni

Soluzione 1 (20Apr95). — Riferimento: §21, §15.
La costante C si ricava dalla normalizzazione a meno di un inessenziale fattore di fase. Si ha

0 02 t3
1=|C]? [ d2 e 22 dr = mi] — |CP=—.
0 t3 ™

Poiche la funzione d’onda & simmetrica per rotazione (dipende solo dal modulo di ), si ha L% = 0 e
quindi

2
H(r) = | gap = V()| i) = -5 - v

2m 2m r

dove x(r) = ri(r) e —eV (r) & lenergia potenziale dell’elettrone. Per il valore medio di H si ottiene

o n? h*t? 4(Z —1)e*t?
Hy, =4 — eV dr="2" o2 .
(H)y 7T/O X [ omX ¢ (T)X} "Tom € (B + 2t)2

Qualunque valore di ¢ > 0 fornisce un limite superiore all’energia dello stato fondamentale. Se § = 0
allora si riesce a trovare il minimo analiticamente che si ha per

Zme? Z%me? _ 2. /52
to = PEE <H>mzn = <H>(t0) = T2 > ¢(T) =Ce Zme’r/h )
I 2n
che coincide con il risultato esatto (vedi §22).
Soluzione 2 (40tt95). — Riferimento: §15.
Dalla normalizzazione ricaviamo
“ e C|%a® 5040
1= 2:02/d/ d —T— 2=| = [CP=—
Wi =10F [ de [ ayfenta —a -l = - — 0P =25

e dunque (¢, Hy) = 28h% /ma? > Ej.

Soluzione 3 (18Set96). — Riferimento: §1, §15.
Lo stato fondamentale & descritto da una funzione d’onda simmetrica e dunque, posto k = y/2m(v — |E|)/h

e a = +/2m|E|/k si ha la soluzione

- Acoskz, |z|<a,
¢(z) = { Be=l*l 2| > a,
Acoska = Be %%, ktanka = « .

E’ richiesto il limite a — 0, v — oo con av =costante. Quindi ka — 0. In questa approssimazione si
ottiene

4, Jel<a, . 2mva
¢($) ~ {Beaz| , |£L’| >a, an~kZan~ h2 ;
2mu?a?
By ~ -2 A~B~oa.

Per rispondere alla seconda domanda scegliamo la funzione di prova

Y(z) = Clp(x + §) + dlz — §)], CP = {21+ e +ad)]}

con C costante di normalizzazione, e osserviamo che

2
H:;’—mwmgnwx%» V(z) — —2avd(z),



dove §(z) e la distribuzione di Dirac e il limite ¢ inteso per a — 0 e v — oo (come sopra). Si ha
2 2
Hy(z) = C [% +V(z— g)] plz—2)+C [— +V(z+ g)] Pz + 2)
+CV(z = §)é( + §) + CV(z + )bz — §)
)+

~  Eoy(x) — 200C [8(z — §)é(d) +8(x + §)¢(—d)]
e dunque ’energia dello stato fondamentale per questo sistema e inferiore o uguale a

- 2€_ad
14+ 245 |

(¥, Hp) = Eo—4av|C¢(d) [6(0) + ¢(d)] =

Soluzione 4 (16Dic96). — Riferimento: §7, §13, §15.

Poiche il potenziale ¢ antisimmetrico rispetto al centro della buca, le correzioni a tutti i livelli energetici
(e quindi anche allo stato fondamentale), al primo ordine in v sono nulle.

Per rispondere alla seconda domanda osserviamo innanzitutto che la funzione d’onda & normalizzata per
ogni valore di A. Calcoliamo quindi il valore medio di H = Hg + V e cerchiamo il minimo al variare di \.
Si ricava facilmente

FO) = (H)y = —

T [+ APES + 2Re (v, Vi)

Si vede che ’eventuale parte immaginaria di A aggiunge un contributo positivo alla funzione precedente.
Il minimo si avra quindi per A reale. Si puo quindi assumere A € IR e cercare il minimo di f(X). Si ricava
facilmente

B B ) - 0P+ Vi)
+ = )
(%sz)
che corrispondono al minimo e a al massimo (per A € IR) della funzione f(A). La soluzione per V

0)

generico e piuttosto complicata e si ottiene sostituendo A_ in f. Se V e piccolo rispetto a E§ allora

approssimativamente

(1, Vapa)

A~ R
Eéo) _ E%O)

da cui

B < B - LI (Y1, Vo) =
EY — BV

Soluzione 5 (24Feb97). — Riferimento: §13, §8.
Le autofunzioni del sistema imperturbato ¢ sono coseni (parita positiva) e seni (parita negativa). Ab-
biamo
e/2
+4+ _ Va + .+
Vi =— ¢ ¢y dx .

3 —e/2

Si osservi che i termini misti ijF sono banalmente nulli per parita. Poiché l'intervallo di integrazione
¢ un piccolo intorno dell’origine (& richiesto il limite e — 0), prima di integrare conviene sviluppare le
autofunzioni in serie di Taylor attorno all’origine, cioe

2
o ey

k=1,2,3,..




In tal modo si ottiene rapidamente
Vit =20+0(?), Vi =0(),

da cui, al primo ordine nella teoria delle perturbazioni

h2r?(2k — 1)? h?m?(2k)?
Bopy = ——" ) 49 Bojy = )
k=t 2ma? +av, 2k 2ma?
+ + 2y - -
¢j=¢j+2vZWv v =9
k#j H25—-1 2k—1

dove 1* sono le funzioni d’onda del sistema perturbato.

Soluzione 6 (28Gen98). — Riferimento: §15.

Dalla normalizzazione della funzione d’onda si ha |b|? = \/23/m, mentre per il valore medio di H nello
stato 1) si ottiene

E=(H) = (w,[%w]w)=i|lpw|2+(w,vw>

pR? av2p

2m  Ja+28°

E’ immediato verificare che E, come funzione di § (positivo), ha due radici: By =0 e

1 64am?
5+:Z< a? + 2 —a>.

La funzione E(f3) ¢ negativa per 8 piccolo (vedi espansione sotto), passa per l'origine e per 3 e diverge
all’infinito. Esiste dunque un minimo per 8 =0 (0 < < 34) e si ha

Ey < E(B) <0

e dunque esiste almeno uno stato legato (Eo < 0).

Espansione:
5 52 23\ 3/2
E(ﬁ):_a _64__6_,_9 _ﬁ +
V o 2m 2 \ «

Nota: Il comportamento per (3 piccolo e I'andamento asintotico sarebbero sufficienti per stabilire che
esiste un minimo negativo, senza bisogno di calcolare le radici della funzione.

Soluzione 7 (12Lug00). — Riferimento: §12,§15 §13.
Sia H = Hy+V, con V = \¢* il potenziale perturbativo, w = \/k/m e a = mw/h. Hy & la hamiltoniana
di un oscillatore armonico di frequenza angolare w e pertanto

1
EY = (n+ Hhw, q:\/%(aquﬂ).

Se ¢, (n > 0) sono gli autostati di Hy, si ha

A
Voo = o [3% +6V202 + NE@} .
Pertanto si ottiene V,,o = 0 tranne

3\ 32\ V6
VOO:E, Voo = ——- =—.



La correzione alla funzione d’onda dello stato fondamentale &

o = Va0 92 Viebs — _ V2A
" T EO g0 T EOD g0 Shwa?

(665 + V304]
Per I'energia si ha invece

3\
E(gl) = Voo = ek

Supponendo A(/3) reale, dalla normalizzazione si ricava A(3) = (8/7)'/* e quindi

2 2 i )
Hy(q) = [%4‘ (g—%) q2+)\q4} (g) e P/

Per ’energia media si ottiene

h? P rik o pR? .
£ = @) = S+ (2) [ |(5-500) @ eaa] e iy
3\ kR
T oA A Am

Qualunque valore di 8 > 0 fornisce un limite superiore Ey < E(f3) all’energia dello stato fondamentale.
Il minimo si ottiene per 8 dato dalla soluzione reale dell’equazione

dE 1/6\ kR
— ==+ -—]=0,
dj 4\ 3B T2 m
ossia
2)\
5 = a4 2

Per A = 0 si ha ovviamente la soluzione 3 = «. Pertanto, posto § ~ a + 8’)A, al primo ordine in \ si
ricava

3\ 3\
ﬂ/ = 7 ﬂ ~at =
k
Si osservi tuttavia che al primo ordine in A il valore di 4’ non influenza I’energia dello stato fondamentale.
Infatti si ha
hw 3\

e o 2
EO* D) +4C¥2+O(>\)’

che coincide con il risultato ottenuto usando la teoria delle perturbazioni.

Perturbazioni indipendenti dal tempo - Testi

Esercizio 1. (25Lug94) — Una particella di massa m e carica ¢ si muove nello spazio ed & soggetta ad
un potenziale elastico kr?/2. Inoltre & immersa in un campo magnetico costante di intensitd B, diretto
lungo l’asse z. Si chiede: a) scrivere la hamiltoniana del sistema introducendo gli operatori di ” creazione”
e 7distruzione” dell’oscillatore armonico libero; b) usando il metodo perturbativo al primo ordine in B,
trovare un’espressione approssimata per i primi quattro livelli.

Esercizio 2. (1Set94) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi su un segmento di lunghezza
a ed ¢ sottoposta ad un potenziale lineare V(x) = —ez (z € [0,a]). Usando la teoria delle perturbazioni
al primo ordine in ¢, determinare le energie degli stati stazionari del sistema.



Esercizio 3. (23Set94) — Un nucleo atomico di carica totale Ze e massa M >> m & approssimato per
mezzo di una sfera di raggio a, con densita di carica costante. Attorno al nucleo ruota un solo elettrone
di carica —e e massa m. Si chiede: a) trovare il potenziale elettrostatico V() del nucleo; b) usando il
metodo perturbativo al primo ordine, trovare la correzione all’energia dello stato fondamentale dovuta
alle dimensioni finite del nucleo.

Esercizio 4. (14Giu95) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi sul segmento 0 < z < a
(barriere di potenziale infinite agli estremi) e si trova nel suo stato fondamentale. Si aggiunge un potenziale
infinitesimo .

V(z) = vcos -

Usando il metodo perturbativo al primo ordine in v, si calcoli la modifica della funzione d’onda e la
probabilita che la particella si trovi nel segmento 0 < z < a/2.

Esercizio 5. (25Set95) — Una particella di massa m si muove nella striscia bidimensionale |z| < a,
—00 < y < 00 con barriere impenetrabili ai bordi. Essa & soggetta ad una forza di potenziale V = ky?/2.
Si trovino le autofunzioni e gli autovalori dell’energia. Si usi inoltre il metodo perturbativo al primo
ordine per calcolare lo spostamento dell’energia del livello fondamentale quando si aggiunge un potenziale
V = v/e? nel quadrato |z| < ¢, |y| < € e nullo fuori. Si supponga che ¢ sia abbastanza piccolo in modo
che la funzione d’onda si possa considerare costante nel quadrato.

Esercizio 6. (18Dic95) — Si consideri un oscillatore armonico bidimensionale con hamiltoniana

1 k2
H— — (02 4+ p2)+ (42 42
5, Pz +0y) + 5 (@7 +y7)
ed un potenziale aggiuntivo V(z,y) diverso da zero in un piccolo cerchio di centro (zg,yo) in cui la
funzione d’onda si puo considerare costante. Si consideri la grandezza

v = /V(m,y) dx dy

come infinitesima ed, utilizzando il metodo perturbativo al primo ordine, si calcolino i primi tre livelli
enrgetici del sistema.

Esercizio 7. (27Mag96) — Una particella di massa m si muove sul segmento —a < z < a ed & soggetta al
potenziale V(z) = —ex. a) Si calcoli perturbativamente al primo ordine in ¢ la funzione d’onda dello stato
fondamentale, esprimendola con una serie di Fourier. b) Utilizzando questa funzione d’onda si calcoli il
valor medio di z.

Esercizio 8. (80tt96) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi in un segmento di larghezza
a (barriere impenetrabili agli estremi) ed ¢ sottoposta al potenziale
a

5 e>0.

V(r) =ex?, |z <
Usando la teoria delle perturbazioni determinare i livelli energetici e I’autofunzione dello stato fondamen-
tale al primo ordine in .

Esercizio 9. (26Set97) — Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi all’interno di una sfera di
raggio a (buca di potenziale sferica a pareti infinite). Determinare: a) l’energia dello stato fondamentale;
b) la funzione d’onda (normalizzata) dello stato fondamentale; ¢) il valore medio di r se il sistema si trova
nello stato fondamentale.

Viene introdotto un potenziale perturbativo V(r) = ¢ 72. Usando la teoria delle perturbazioni (al primo
ordine in ¢), determinare: d) l’energia dello stato fondamentale del sistema perturbato.

Esercizio 10. (22Dic97) — Un oscillatore armonico bimensionale di massa m e frequenza angolare w &
perturbato mediante un potenziale centrale della forma

v
_ )= perr <e¢e,
Vir) {O, perr > ¢,



(r = /a2 +y?). Si supponga che e sia abbastanza piccolo in modo che la funzione d’onda si possa
considerare costante nel cerchio r < €. Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, calcolare lo

spostamento dei livelli energetici imperturbati E7(10) per n < 2.

Esercizio 11. (18Feb98) — Due particelle di massa m si muovono sull’asse x e sono soggette al potenziale

mw2

V=" )
dove z1 e 22 sono le coordinate delle particelle. Usando il metodo perturbativo al primo ordine, calcolare

Peffetto sui primi tre livelli di un potenziale del tipo
V(l) = 8(5(1‘1 — .’L‘g) .
Volendo evitare 'uso della § di Dirac, si puo scrovere

V(l):{%’ |z1 — 22| <1,
0, |x1—a2>n,

con 7 molto piccolo.

Esercizio 12. (2Apr98) —
Una particella di massa m si muove nel quadrato

0<zx<a, O<y<a,

con barriere di potenziale impenetrabili sui lati. Trovare i livelli energetici e le corrispondenti funzioni
d’onda. Usando il metodo perturbativo al primo ordine, calcolare leffetto sui primi tre livelli di un
potenziale del tipo

VD =iz —y).
Volendo evitare 'uso della § di Dirac, si puo anche scrivere

V(l):{QEn’ o —yl <7
0, |z —yl>n

N

Esercizio 13. (11Giu98) — Un sistema fisico ¢ costituito da due elettroni non interagenti immersi in
un campo magnetico uniforme B. Se si trascurano i gradi di liberta di traslazione, la hamiltoniana del
sistema assume la forma

H:M<B.g<1>+g.5(z>)7

dove —po™ e —ua® sono i momenti magnetici dei due elettroni e & le matrici di Pauli.
a) Determinare gli autostati dell’energia e i corrispondenti autovalori.
Si introduca un termine di interazione della forma

H = ac® . 5@

e si calcolino le correzioni a tutti gli autovalori dell’energia usando la teoria delle perturbazioni al primo
ordine in a.

Esercizio 14. (160tt98) — Una particella di massa m e carica ¢ € racchiusa in una buca di potenziale
di larghezza a (pareti impenetrabili in z = 0 e z = a) ed ¢ inoltre soggetta ad un campo elettrico eF
costante, diretto lungo x. Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in €, determinare la
correzione all’energia di tutti i livelli.

Esercizio 15. (16Feb99) — Si consideri un pendolo di lunghezza a, massa m e peso mg. Si scriva
la Hamiltoniana, si sviluppi il potenziale in serie di potenze e si trovi sotto quali condizioni lo stato
fondamentale e gli stati eccitati si possono trattare approssimando il potenziale con un potenziale elastico
(quadratico). Si calcoli poi con il metodo perturbativo al primo ordine l’energia dei vari stati.



Esercizio 16. (13Mag99) — Un oscillatore armonico tridimensionale, isotropo, di massa m, frequenza
angolare w e carica ¢ ¢ immerso in un campo magnetico uniforme B.

a) Scrivere la hamiltoniana del sistema in presenza del campo magnetico;

b) scrivere il termine lineare in B in termini degli operatori di creazione e distruzione;

¢) usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in B, calcolare l'energia dei primi quattro livelli
del sistema.

b’) scrivere il termine lineare in B mediante il momento angolare;

b”) scrivere le prime quattro autofunzioni imperturbate in coordinate polari (usando le armoniche sferiche);
¢’) usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in B, calcolare ’energia dei primi quattro livelli
del sistema, usando ’espressione in (b’).

aiuto: per rispondere a (b”), si osservi che la perturbazione dipende soltanto dal momento angolare e
quindi, ai fini del calcolo, non & necessario esplicitare la parte radiale delle autofunzioni. E’ conveniente
lasciarla indicata e supporla normalizzata.

Esercizio 17. (15Feb00) — Una particella di massa m e carica ¢ si muove nel quadrato
O<zx<a, O<y<a,

con barriere di potenziale impenetrabili ai lati. Trovare i livelli energetici, le corrispondenti funzioni
d’onda e la degenerazione del primo livello eccitato.

Si consideri ora un campo elettrico uniforme £ diretto lungo 'asse x e, usando il metodo perturbativo al
primo ordine in &, si calcoli 'energia dei primi tre livelli energetici.

Esercizio 18. (19Set00) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi in un quadrato di lato a
(lx] < a/2, ly| < a/2) ed & soggetta ad una forza di tipo elastico

F=-)r, T =z, + Yy .
Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in A, calcolare ’energia dei primi tre livelli.

Esercizio 19. (18Lug01) — Una particella di massa m si trova in una buca di potenziale sferica con
V(r)=0perr <aeV(r)=o0perr>a.

a) Scrivere 'equazione di Schrodinger per questo sistema.

Il sistema si trova nello stato fondamentale quando, per un tempo T, viene sottoposto ad una pertur-
bazione della forma H" = er2. Usando la teoria delle perturbazioni, calcolare la probabilita di trovare
il sistema in un generico stato eccitato con I =0 per t > T

Esercizio 20. (5Feb02) — Un sistema fisico & descritto dalla hamiltoniana

Lo 2 mw® o 2 2
H:%(pm+py)+7(m +y°) +exy, € < mw”.
a) Usando la teoria delle perturbazioni, determinare ’energia dei primi tre livelli al primo ordine in ¢;
b) determinare esattamente lo spettro energetico e le autofunzioni di H e confrontare le energie dei primi
tre livelli con quelle precedenti.

Aiuto: per rispondere a b) effettuare il cambiamento di coordinate

z=alq + q), y=alq —q2) -

Esercizio 21. (1Lug03) — Una particella di massa m e carica ¢ & vincolata a muoversi sulla semiretta
x > 0 (barriera di potenziale inpenetrabile in 2 = 0), in presenza di un campo elettrico costante £ > 0
(diretto lungo x) e sotto ’azione di una forza elastica F' = —kx.

Trascurando dapprima il campo elettrico, determinare:

a) le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana.

Considerando successivamente anche il campo elettrico, determinare:

b) Penergia del generico livello del sistema al primo ordine in .



Perturbazioni indipendenti dal tempo - Soluzioni

Soluzione 1 (25Lug94). — Riferimento: §12. §13 B
Scegliamo il potenziale vettore della forma A = —7 x B/2, cio¢ A, = —By/2, A, = Bz/2e¢ A, =0. La
hamiltoniana del sistema diventa

1 - mw?r?  p2 mw?r?  ¢B q _
H = —(p— QA 2 = — — LZ = B 2
2m (p—2A)” + 2 om T 2 ame T 8me? (Fx B)"

dove w = \/k/m e L, = xp, — yp,. In temini di operatori di creazione e distruzione con un breve calcolo
si ottiene

L, = ih(amaz —ayal),

da cui, posto come al solito N = aa e trascurando i termini quadratici in B, si ha

hB
H o~ (Ny+ Ny + N, + 3w — i (0]

2mec - a’ya’l) .

Come si vede, la perturbazione e proporzionale alla componente lungo il campo del momento angolare.
Lo stato fondamentale ¢ invariante per rotazione e dunque L,%g9o = 0. Questo significa che l'energia
del livello fondamentale non cambia. Per le autofunzioni corrispondenti al primo livello eccitato, che e
triplamente degenere, si ottiene facilmente

L 4100 = ihboro L 110 = —th100 , L voo1 =0.

Le correzioni all’energia si ricavano dall’equazione

-qhB
A Z% 0
—ZE N 0)=0.
0 0 A

Le energie dei primi quattro livelli (al primo ordine in B) sono quindi

hB 5 5 hB
> §hw, —hw + 4 .

3 5
§hw7 §hw_ 2me’

Soluzione 2 (1Set94). — Riferimento: §7,§13.
Le correzioni alle energie degli stati stazionari al primo ordine in € sono date da

2¢ [* . ,nmw ae
EMN == sin? —xdr = —— , n>1
a Jo a 2
_ h2x%n? ae
e dunque E, = %50 — .

Soluzione 3 (23Set94). — Riferimento: §21, §13.

Scegliamo l'origine delle coordinate (Polari) nel centro della sfera. Per ragioni di simmetria il campo
elettrico £ dipende solo da r. Quindi £ = £n, dove n & il versore normale alla sfera. Dalla legge di Gauss
si ha

) Z
/E~nda:47r/gdv, 0= 1.
P \%4 §7TG/

da cui si ricava facilmente il campo elettrico e quindi il potenziale. Imponendo che questo sia continuo si
ha infine
Ze?

Vir) = > r>a,

2 2
Vir) = Ze(ir)’ r<a.

a 2a2



Si vede dunque che V (r) = —ZTEQ + H' dove la perturbazione ha la forma

ze* fa r* 3
H' = —(=+_—5 -2 .
a <r+2a2 2)’ rea

La correzione all’energia del livello fondamentale al primo ordine e

473 [ Ze* (a 1?3
E(l) _ gl _ e «c (a9 —2Zr/am 2 g
1 (4100, H ' ¥100) ), o \s to2 3¢ rodr
2 2 ,—« 2 _ 4
- 2|E§°)|[1—3(O‘Jr Se e }
a
dove ay = h*/me? ¢ il raggio di Bohr, Eio) = —Z%2%/ay ¢ l'energia dello stato fondamentale e o =

2Za/ayg € un parametro adimensionale. Uno sviluppo per piccoli valori di « da

E§1) 042

2010

Soluzione 4 (14Giu95). — Riferimento: §7, §13.
Gli elementi di matrice del potenziale sono dati da
0 [ wx . krx | nmx v
Vin = Vor = — cos — sin — sin — dz = = (Jk,n+1 + Okn—1) -
a Jo a a a 2
Si vede immediatamente che al primo ordine in v non c’e correzione ai livelli energetici, mentre per gli
autostati si ha

0 0
o) = ma2v 1#7(1_)1 B will
" 22 [2n—1 2n+1

Ovviamente se n = 1 (stato fondamentale), nell’espressione precedente rimane solo 1'ultimo termine. La
probabilita di trovare la particella in 0 < 2 < a/2 & data da

a/2 a/2
PO<z<a/2) = / [ da + 2/ VPO de
0 0

|

Soluzione 5 (25Set95). — Riferimento: paragrafi 8, 12 el3.
Il sistema & a variabili separabili e dunque per le autofunzioni e le energie degli stati imperturbati si ha

8ma’v
9h27l'3 )

+ 2ma’v 1 {1 + (—1)"4n:| Con>1.

n=1,

N[ D=

h273 4n2-—1 4n2—1

wn1n2 ({E,y) = fn1 (x)¢n2 (y) 3 ni > 1 ) T2 > 0
hir2n? k
Enin, = S + (ng + %)hw , w=4/

dove f,(z) sono le autofunzioni di una particella in una buca di potenziale simmetrica di larghezza 2a
(coseni per n dispari e seni per n pari), mentre ¢, (y) sono le funzioni di Hermite. Lo stato fondamentale
e dato da
1 2,2
o \1 TE _oy?/2 hom hw
x =|(—5) cos—e EFiogp=—+—
¥10(z, ) (7Ta2) 2a ’ 07 8maez T 2
dove si ¢ posto a = mw/h. Poiche la perturbazione & concentrata nell’origine delle coordinate, per la
correzione all’energia dello stato fondamentale si ottiene immediatamente

v |a
Ei(l)) = (Y10, Vipro) ~ 4v|1p10(0,0)|* = —

™



Soluzione 6 (18Dic95). — Riferimento: §12, §13.
Posto w = k//m, gli autostati e le energie del sistema imperturbato sono dati da

bij (2, y) = ¢i(2);(y) , EY) = (n+ 1)hw, n=i+j, i,j>0,

dove ¢; sono le funzioni di Hermite (reali). Si vede che il generico stato ha degenerazione n+1 (n =i+ 7).
In particolare, il primo livello eccitato & doppiamente degenere. Si ha

Vijﬂ”s = (¢ij, V¢r8) = U¢i(m0)¢r(x0)¢j(y0)¢8(y0) .
La correzione al livello fondamentale ¢ data da
B = Vo0 = U%B—a(ngryg)z ;
mentre per il primo livello eccitato si ha

‘ )\ - Vbl,()l _V01,10 _ )\[)\ _ (V()l}[)l + V10’10)] =0.

—Vioor A= Vioi0

La degenerazione & rimossa e si ha (al primo ordine in v)

)
(0) B =2hw,
50— | o TE s iyt

Soluzione 7 (27Mag96). — Riferimento: §8, §13.
Poiché la perturbazione & una funzione dispari, avra elementi di matrice non nulli solo fra stati di parita
diverse. Lo stato fondamentale & pari e dunque, per gli elementi non nulli si ha

Vi = e (0000”) = =5 [ asin 0 cos T do = b,
a a

16a (—1)"/2n

b, = — T 5 g
w2 (n?—1)2

dove n > 2 & un intero pari. La correzione alla funzione d’onda & data da

1 1 | nmx
Y = - Z .anﬁbo) ; P = Ja sin =~
n>2 pari
128 ma® (—1)"/?n
Cn B2 (n2-1)3°

da cui

(@) = (o + ol + ) =2 (0 epV) = 2 3 cada
n>2 pari
4096 4 2
- . ma Z n

h27T2 ) n2 — 1)5 :
n>2 pari

Soluzione 8 (80tt96). — Riferimento: §8, §13.
Le correzioni ai livelli energetici degli stati imperturbati sono date dagli elementi di matrice diagonali
della perturbazione. Si osserva che

2 [4/2 1 1

= 5626082@(1,% = ead® (—— —) , n=13,5,..
a J_as a 12 272n?

% [/ 1 1

= 2s5in? 0 gy = ea? (—— T) , n=2,4,6,...
a J_as2 a 12 27mn



e dunque

h?m?n? 1 1
E, = ===, =1,2,3,...
maz <12 271'2712) "

Per trovare la funzione d’onda dello stato fondamentale si deve calcolare I'integrale

2 [/? i1 8202
an — _E xzcoswcosﬂdx:—(—l %85@ L n:?) 5 7 eee
@ ST NV, o
da cui
(1) _ 16ema n41 n N
1 P Y. (=p= (n2 —1)8

Soluzione 9 (26Set97). — Riferimento: §21, §13.
Il potenziale & di tipo centrale e quindi le autofunzioni della hamiltoniana sono della forma

P(r,0,9) = R(r) Y™ (9,9) ,

dove Y, sono le armoniche sferiche e la parte radiale soddisfa I’equazione differenziale

1 o  UI+1) 0 r<a,
[%(pr—i—T +V(r)—FE| R(r)=0, Vir)= o r>a.
Per lo stato fondamentale [ = 0. Posto inoltre R = x/r, k = v2mE /h si ha
¥Ry =0, x(0) = x(@) = 0. | xpar=1.
0
Dall’equazione precedente si ottengono tutte le autofunzioni per gli stati S.
La soluzione normalizzata e
2
X = \/jsin(kr), k:n—W,
a a
. 2,2 2
2ra T 2ma?

Ovviamente per r > a la soluzione ¢ identicamente nulla! Lo stato fondamentale & quello con energia piu

bassa, quindi
1 sin(wr/a K272
¢100=\/——( /), E, = 5 -
2ma T 2ma

I1 valore medio di r nello stato fondamentale ¢ dato da

2 a
<r>:—/ |sin%|2rdr:g.
a Jo 2

La correzione all’energia dello stato fondamentale al primo ordine perturbativo & data da

2 e 1 1

Eil):—g/ |sin *02 r2 dr = ca® ( = — — | ~0.28za?.
a Jo a 3 272

0.28 a2 ¢ anche il valore medio di 2.

Soluzione 10 (22Dic97). — Riferimento: §12, §13.
11 potenziale perturbativo ¢ diverso da zero solo in un intorno dell’origine (nel limite in cui € — 0 tende
a md(r)). Cio significa che

/jo /:X) V f(z,y) do dy = 7vf(0,0) + O(e) .



In particolare si ha
Vvij’rs = 7T1}’(/J:j (Oa O)qprs (07 O) .

Le autofunzioni e gli autovalori dell’energia dell’oscillatore armonico sono della forma

w“(x’y) = AiAje_arz/QHi(\/am)Hj(\/ay) ) o= % ’
E,=n+1)hw, n=i+j, n>0,
Ho=1, Hy(0) =0, Hy(0) = —-2.

La degenerazione ¢ d,, = n + 1. Le correzioni agli autovalori sono date dalle equazioni

1
Eé)—VOQO’OO:O,

EM 0
o 0|
1
1
B ~Véo Vo O
1
_V220,02 Eé - V220,20 0 |=0.
0 0 EY
Risolvendo si ottiene infine
0 av,
EM = av, E{”:{O’ EMN ={ o0,
’ 0.
Soluzione 11 (18Feb98). — Riferimento: §13, §12.
I primi tre livelli imperturbati sono lo stato fondamentale,
Woo(21,72) = do(x1)go(22), ES) = hw
e il primo livello eccitato, che ¢ due volte degenere
Yoi(21,22) = ¢o(w1)¢1(22), EY) = 2hw,
Uig(r1,22) = ¢1(x1)do(x2), E%) = 2hw .

Con ¢, (x) si sono indicate le funzioni di Hermite. Date due funzioni f(z1,x2) e g(x1,z2) si ha

fV(l) / fz,z)g(z, z) dz

e quindi

mw

(1) (1) 4
E/ =V = d iaed
00 00,00 5[ Pp(z) dr =€ ot

(1) (1) €
V0101 Vor10 = Vioon =V, 010—5/ 95 ()¢ (x —5 oh
e la degenerazione e rimossa, poiche

(0)
0 0 Eqy
EO — O { o1

0
E((n)Jre,/Qﬂh.



Soluzione 12 (2Apr98). — Riferimento: §13, §7.
Le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana del sistema imperturbato sono

2 9
2 niTL NaTY ( hom
L - 0) 2 2
Drins (T,Yy) = o sin—— sin——, By, = Sma? (n{ 4+ n3), ni,ng > 1.

Si osservi che, date due funzioni fi(z,y) e fo(x,y) con supporto nel quadrato, per le proprieta della
distribuzione § si ha

(fl,vme) _g/oa f1(z,2) folz, 2) do

per cui

1 1 1 1 de [*( . wx . 27z’ €
V1(27)12 = ‘/2(17)21 = V1(27)21 = ‘/2(1,)12 = ;/0 <s1n 7 Sin T) der = — .

Per lo stato fondamentale, che non e degenere si ha

R2r? 3¢
0 1
En = E§1) + V1(1,)11 =3 t5

mentre il primo livello eccitato, che & due volte degenere, si separa nei due livelli

22
(0) . 57L ™
Bio th = g0
5hAm? 2
EQ4x = 24+ =
12 T A2 2ma? + a’
dove A; 2 sono le radici dell’equazione
1 1
Viha = A Vb |, N o X
(1) (1) - Y 1=Y, 2 — a
Vaiiz Voro1 — A

Soluzione 13 (11Giu98). — Riferimento: §19, §13.
Scegliendo ’asse z parallelo al campo magnetico, la hamiltoniana imperturbata diventa

H=pBol) +0f),

che ha quattro autostati che si possono scrivere nella forma (singoletto e tripletto)

fo= X+— — X+ g =Y+
\/5 ) +
_ + Y-
90:%7 9g-1=X—,
dove W @ W o
X+t+ = Xi)Xi ) X+F = X+ Xgp) )

e x+ sono gli autostati di s, per ogni singola particella. fq e go corrispondono ad energia nulla (Ey = 0),
quindi questo stato € doppiamente degenere, mentre g1, corrispondono ad energie E1; = +2uB. Si ha

g1 .53 fy = ~3fo; g .5 g = g1 +2g_1;
753 gy = go; o6 1 =g.1+20
e quindi
(vaHlf()):_?’aa (f07ngo):07

(901Hlf0):07 (QO,H/QO):Q;



(91, H'g1) = (9-1,H'g-1) = .
Si vede dunque che la correzione ai due livelli non degeneri ¢ uguale ad «, mentre il livello degenere si

separa nei due livelli con energie o e —3a.

Soluzione 14 (160tt98). — Riferimento: §13, §7.
Le autofunzioni e le energie del sistema imperturbato sono

2 h2 2,2
wnz\ﬁsin—"”, En==""—, n=1,23.
a a 2ma?
e la perturbazione ¢ V. = —eqFz. Le correzioni ai livelli energetici (al primo ordine) si ricavano dalla
formula
(1) 2 [ onmx a
B = (Yn, Vipn) = —eqE — sin® — z dr = —eqF — .
a Jo a 2

Soluzione 15 (16Feb99). — Riferimento: §13, §12.
Si indichi con ¢ I’angolo che il pendolo forma con la verticale. Per I’energia potenziale si ha

V(e) = —mgacos p ~ —mga(l — %2 + g—z +...)

e la hamiltoniana approssimata del sistema diventa

P mg o mg 4 /
H = 2 ™02 ga— "9 04— g+ H
om  2q T YT oq3 " ot
2
P mg o / mg 4
Hy = 2 M9 2 H = —
0 om 2 T T M0 243

dove si e usata la variabile x = ap. Hy € la hamiltoniana di un oscillatore armonico con frequenza
angolare w = 1/g/a ed energie

EQ© = (n+ Dhw — mga .

Conviene scrivere H' in termini di operatori di creazione e distruzione. Si ha

h
p— T
. 2mw(a+a)’

2 2
(vo.at40) = [l = 5oz ) o+ a) o+ el =3 (51 )

2mw

La correzione al livello fondamentale & pertanto

2
O —
0 32ma?
L’approssimazione e buona se
h
ma®/? > —— .

16,/9

Soluzione 16 (13Mag99). — Riferimento: §12, §13. o
Conviene scegliere I'asse z parallelo al campo magnetico e A = B x 7#/2. In tal modo la hamiltoniana del
sistema diventa

qB

H=Hy+V+0(B?% =H,— Cy— L. +0(B?), L,=ih (amaz —ala,) .



Usando le proprieta degli operatori di creazione e distruzione si ha

L_¢po0 =0,

L.¢$100 = thooio ,

L.¢oo1 =0,

L.¢o10 = —thoioo ,

dove ¢;;1 sono gli autostati dell’oscillatore armonico. Il livello fondamentale & invariante per rotazione e
quindi la sua energia non cambia (al primo ordine in B). Il primo livello eccitato & tre volte degenere e
le correzioni all’energia sono date dalle radici dell’equazione

ihqB
V100,100 — A V100,010 V100,001 A —5= 0
_ | ingB _
Vo10,100 Vo10,010 — A Vo001 | = |52 =X 0 |=0.
Voo1,100 Voo1,010 Voo1,001 — A 0 0 -

La degenerazione e rimossa e si ha

E(O) . E(O)ch
0 ihqB
E§ ) 27(7110

Le funzioni d’onda del primo livello eccitato sono polinomi del primo ordine in z, y, z e pertanto sono com-
binazioni di armoniche sferiche con [ = 1. Scrivendo z, y, z in coordinate polari e ricordando ’espressionne
delle armoniche sferiche si ha infatti

do00 = f(r),

Yfl _ Yll
= r)——— s
$100 = g(r) NG

$oo1 = Q(T)Y1O )

IS R 4
=1ig9(r) ——,
$o10 9( ) \/5

dove f, g sono funzioni normalizzate. Applicando L, alle funzioni sopra si ottiene ovviamente il risultato
precedente.

E’ interessante notare che per calcolare la correzione ai primi quattro livelli non era necessario ricavare
esplicitamente le autofunzioni imperturbate in termini delle armoniche sferiche. E’ infatti sufficiente
osservare che lo stato fondamentale ¢ invariante rispetto alla perturbazione e quindi non riceve correzioni
(¢ooo € autofunzione di H con autovalore E(()O))7 mentre le autofunzioni corrispondenti al primo livello
eccitato hanno [ = 1. Per questo sottospazio tridimensionale & quindi possibile scegliere una base 1y, della
forma

Yy = A (r)Yy, Yo = Ag(r)Y Y3 = Ay (r)Y_.

. . 0 -
Queste sono ovviamente autofunzioni di Hy con autovalore E§ ), e, contemporaneamente, autofunzioni

di H con autovalori, rispettivamente

B
E§O) _hg

hqB 0
20 2O
1 2me’ !

)

2mec
Soluzione 17 (15Feb00). — Riferimento: §13, §7.
Le autofunzioni e gli autovalori della hamiltoniana del sistema imperturbato sono

& (2.7) 2 . mTT . naTy 5O h2m2
r,y) = — sin sin = —
nna (Y a a a ™mn2 o 9ma?

ni,nge > 1. Lo stato fondamentale € non degenere mentre il primo livello eccitato ha degenerazione uguale
a 2. Le autofunzioni corrispondenti sono

(n} +n3),

2 T 21y

¢12 = — sin— sin — |
a a a
2 . 2mx | Ty
¢21 = — sin—— sin —
a a a
2,_2
() _ g0y _ dShTm
Eyy = Ey =



1l potenziale perturbativo ¢ V(z,y) = —¢€z, che ha elementi di matrice

q€a

ers,rs = (qbrsv V(brs) = _T 5

Vvij,rs = (¢ij7 V¢T’S)
2

2 e . imx | rmx ¢ gmy . smy
= —q¢&| - 2 sin — sin — dzx sin —= sin —= dy
a 0 a a 0 a a

4air itr
= —q€hjs T2(i2 — r2)2 [(_1> - 1] .

La correzione all’energia dello stato fondamentale e V71,11 e dunque

Wr? ¢a
1
E£1) = - —.

ma? 2

le correzioni al primo livello eccitato, che € due volte degenere, sono date dalle soluzioni A; o dell’equazione

2
Vigi2—A Vg | _ (_4¢€a _ A) =0
Va1,12 Vo101 — A 2 ’
Ea
NP

La degenerazione non & rimossa.

Soluzione 18 (19Set00). — Riferimento: §8, §13.
Nel calcolo richiesto intervengno soltanto il livello fondamentale e il primo livello eccitato, che e due volte
degenere. Si ha

2h%n? D)
Eﬁ) = 77; ) p11 = — cos 72 cos Y ,
ma a a a
5h2r? 2 2 2 .2
EY =EY = -, b2 = = cos —— sin Y | b1 = = sin 2L cos Y
2ma? a a a a a a
Il potenziale perturbativo ¢ V = %(mg +4?) i cui elementi di matrice sono
1 1
Vi = = - =
L “ (12 27r2> ’
1 5
V; = W A - _
12,12 21,21 a (12 167r2) s
Vigor = Va112=0.

La correzione al livello fondamenteale &

1 1

E(l): A
117 =Viin = Aa 2 9.2 )

mentre le correzioni p al primo livello eccitato sono

w—Viz12 Vig,21

= O’
Vai,12 w— Va1 21

da cui

2_2
0) (0) 5hem 2 1 5
Bry = Ba — 5 TAa (E 1672

e la degenerazione non € rimossa.



Soluzione 19 (18Lug01). — Riferimento: §21, §14.
11 potenziale & di tipo centrale, per cui le autofunzioni della hamiltoniana hanno la forma ¥ (r, 9, ¢) =
R(r)Y™(¥, ). Posto x(r) =r R(r) e k = vV2mE/h si ha

(141
X"+(k2%)x = 0, r<a.

Le funzioni x(r) devono soddisfare le condizioni

/ ) Pdr=1, 2(0) = x(a) = 0.

Per le soluzioni con momento angolare nullo (I = 0, onda s), ’equazione ¢ formalmente la stessa che si
ha per una particella in una buca di potenziale a pareti infinite. Pertanto, per [ = 0 si ottiene

2,2

2 nwr h2r2n
a a 2ma?

La perturbazione dipende solo dal modulo della posizone e pertanto non agisce sulle armoniche sferiche.
Si ha quindi

nwr oo

2 (% | r
Hr(i))o,loo = <¢n007H(1)¢100>=;/0 SlnTr s1n7dr

8¢ na?

)y =
(=1) m2(n2 —1)2°
che vale per ogni n > 2. La probabilita di transizione richiesta & data dalla formula

2

e (Bnoo—
P(¥100 — ¥noo) = / H o100 € oo P10t/ gy
0

ih
2
8 na? ? /T . ihm?(n? — 1)t gt
oot Xp e Y
h?m2(n? —1)2 0 P 2ma?

B ( 32e nma® . h?TQ(TLQ—l)T>2

R34 (n? —1)3 o 4ma?

Soluzione 20 (5Feb02). — Riferimento: §12, §13.
Siano ¢, (z; a) le autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale di frequenza w e massa m (o =
mw/h). 1l sistema inperturbato ha autofunzioni ed energie

w(O) (J?,y) = ¢n1 (x7a)¢n2(y7a) ) E7(10) = (’I?,+ 1)hw ) n=mni+ng Z 0.

ning

Lo stato fondamentale & non degenere per cui si ha
2
E(()l) = Voo,00 = / ‘7#(()%)‘ drdy =0,

dove V = exy. Il primo livello eccitato & due volte degenere. Si ha
€

Vor,01 = Vio,10 =0, Vo1,10 = Vio,01 = 2

Per calcolare 'ultimo termine conviene scrivere xy usando gli operatori di creazione e distruzione, mentre
tutti gli altri elementi sono banalmente nulli per ragioni di parita delle funzioni integrande. Le correzioni
all’energia sono

In termini delle nuove variabili (posto a = 1/v/2), la hamiltoniana diventa

2 2 2 2 2 2
mw mw € €
H:p_1+—1(h+p_2_|_ 2q27 wp =W+ —, Wy = 4 w2 — )
2m 2 2m 2 m m




Le energie e le autofunzioni esatte sono percio

z/}’fhnz (aj?y) = (bnl([l' + y]/2\/§; 041)¢712([3j - y]/?\/ﬁ; a2) s

1 1
Enin, = <n1 + 5) hwy + (ng + 5) hws |

dove a, = mwy/h. Al primo ordine in €, per i primi tre livelli si ottiene

h h
Eoo ~ hw , Eyo ~ 2w 4+ — Eop ~ 2hw — —
2mw 2mw

che coincide con il risultato ottenuto usando la teoria delle perturbazioni.

Soluzione 21 (1Lug03). — Riferimento: §12, §1.
In assenza del campo elettrico, la hamiltoniana del sistema &

2 2.2 L
p=2r ™ w=1/=, £>0.

2m 2 m

Le funzioni di Hermite ¢,,(x) sono ovviamente soluzioni dell’equazione agli autovalori

Hon(z) = (n + ;) hw |

pero solo quelle con n dispari si annullano nell’origine (come richiesto dal problema). Le autofunzioni
(normalizzate in (0,00)) e gli autovalori del sistema sono percio

1
Un(x) = V20, (2) EY = (n + 5) hw , n=1305,..
In presenza del campo elettrico, il potenziale perturbativo diventa V = —g€x e la correzione all’energia

del generico livello
Er(bl) = Von = —4€ (Yn, y) n=13,5..

L’azione di z sulle funzioni d’onda si puo calcolare usando la sua espressione in termini degli operatori
di creazione e distruzione (si noti tuttavia che a e a' non mandano autostati in autostati, come avviene
per loscillatore armonico).

Indicando con o = mw/k e A, la costante di normalizzazione delle funzioni di Hermite, si ha

> QAEng > 2
Vi = <266 [ do 6n(o) 000 (e) = ~ 2295 [ de e (€) €H,(6).
0 0
H,, & un polinomio contenente solo potenze dispari e quindi & della forma
(n—1)/2 4
H,(§) = Z Coig1 T
i=0
Si ha allora
0o 5 (n—1)/2 e’} 5 o
/ déeCHu(§) EHA() = D caricain / d¢ & et 2T
0 i7=0 0
1 (n=1)/2
= 5 Z c2i+102j+1f(i +] + 2) .
i,j=0
In conclusione,
(n—1)/2 (n—1)/2
A%qE L q€ 1 L
Vi = === ”z::O Coit1C2j+1(i+ j+ 1) = - T ”z::O C2it1c254+1 (i + j + 1)!



Perturbazioni dipendenti dal tempo - Testi

Esercizio 1. (7Gen94) — Una particella di massa m e carica ¢ & sottoposta al potenziale

mw2

V(z) = w2 —q&(t)T)x,

dove E(t/7) (campo elettrico indipendente da ) ¢ una funzione pari del tempo che si annulla per [¢| > 7
(7 > 0). Sapendo che per t < —7 il sistema si trova nello stato fondamentale, determinare la probabilita,
al primo ordine perturbativo in £, di trovarlo in uno stato eccitato generico per t > 7.

Esercizio 2. (23Giu94) — Un oscillatore armonico perturbato ¢ descritto dalla hamiltoniana

2 2.2
H=H+H', @=L Mo
2m 2

H' = ¢¢? exp(—|t|/T) .

Al tempo t; < —7 'oscillatore si trova nello stato fondamentale. Usando il metodo perturbativo al primo
ordine in € trovare la probabilita che ’oscillatore si trovi in uno stato eccitato al tempo to > 7.

Esercizio 3. (16Dic94) — Una particella di massa m & vincolata a muoversi sul segmento |z| < a ed &
sottoposta al potenziale V() = esin(rz/a)exp(—at?). Per t < —a~'/2 il potenziale & trascurabile e il
sistema si trova nello stato fondamentale. Trovare la probalilita che per ¢t > a~'/2 il sistema si trovi in
uno stato eccitato (al primo ordine in €).

Esercizio 4. (28Feb95) — Una particella di massa m si muove su un segmento di lunghezza a con barriere
impenetrabili agli estremi e inizialmente (¢ = 0) si trova nello stato fondamentale. Durante I'intervallo
di tempo T, viene fatta agire una forza costante di intensita f. Usando il metodo perturbativo al primo
ordine, calcolare la probabilita di trovare la particella in un generico stato eccitato per t > T

Esercizio 5. (20Apr95) — Due oscillatori armonici interagenti sono descritti dalla hamiltoniana

17— ﬁ_'_ mqu% +ﬁ+ mw2q%
2m 2 2m 2

+ f(t)q1gz,

dove la funzione f(¢) si annulla fuori di un intervallo di tempo. Prima della interazione, gli oscillatori si
trovano in stati stazionari con numeri quantici rispettivamente n, e ny. Usando il metodo perturbativo,
trovare la probabilita che dopo 'interazione i numeri quantici siano scambiati

Esercizio 6. (24Apr95) — Una particella di massa m e carica g & vincolata a stare sul segmento 0 < z < a
e all’istante ¢ = 0 si trova nello stato descritto dalla funzione d’onda v (z,0) = A[sin(27x/a)+sin(4rx/a)].
Calcolare: a) la probabilitd di ottenere il generico autovalore E,, in una misura dell’energia; b) energia
media della particella.

Per un tempo 7' il sistema viene posto in un campo elettrico uniforme £ diretto lungo z. Determinare la
probabilitd che al tempo ¢ > T il sistema si trovi nello stato fondamentale (all’ordine pid basso in &).
(Aiuto: si osservi che lo stato iniziale ¢(x, 0) non & un autostato della hamiltoniana imperturbata e quindi
le condizioni iniziali sono diverse da quelle usuali).

Esercizio 7. (27Mag96) — Un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di massa m, frequenza ango-
lare w e carica e si trova in uno stato stazionario generico 5. Per un tempo T il sistema viene immerso
in un campo magnetico uniforme B. a) Scrivere la hamiltoniana del sistema in presenza del campo
magnetico; b) calcolare la probabilita di transizione ad un generico autostato 1z (al primo ordine in B).

Esercizio 8. (27Giu96) — Un oscillatore armonico bidimensionale & descritto dalla hamiltoniana

_ pﬁ +p§ N mw?cx? + mw§y2
2m 2

H©O©

Per t — —oo l'oscillatore si trova nello stato fondamentale e viene sottoposto ad una perturbazione

HWY(t) = eL ot



Si calcoli perturbativamente (al primo ordine in ) la probabilita che Poscillatore si trovi in un altro livello
energetico per t — +o00. Si discuta il caso particolare in cui w, = wy,.

Esercizio 9. (70tt97) — Un elettrone (con momento angolare 2/ e momento magnetico ug) si trova
in un campo magnetico costante di intensita By diretto lungo 1’asse z. Si trascurino i gradi di liberta
traslazionali.
a) Trovare i due livelli energetici. b) Se inoltre & presente un campo magnetico diretto lungo x con
intensita variabile

B’ = be ol a>0,

trovare le probabilita di transizione tra i due livelli al primo ordine perturbativo in b. (Si considerino gli
stati iniziali e finali rispettivamente ai tempi +7" con a7 > 1).

Esercizio 10. (28Gen98) —

Un atomo di idrogeno (senza spin) si trova nello stato ¢,;,, e subisce per un tempo 7" una perturbazione
data da HY) = aL,, dove L, & una componente del momento angolare. Usando il metodo perturbativo
al primo ordine, calcolare la probabilita di trovare ’atomo nello stato ¥,/ /.

Esercizio 11. (17Set98) —
Il moto nello spazio di una particella con carica q € descritto dalle equazioni

X =a, Y = ot Z = 0.

La velocita v € molto minore della velocita della luce e si puo trascurare il campo magnetico ed il
ritardo della propagazione del campo elettrico. Si sviluppi in serie di potenze il potenziale elettrico vicino
all’origine trascurando termini di grado superiore al primo nelle coordinate x,y,z. Attorno all’origine
oscilla un oscillatore armonico con massa m, carica ¢ e frequenza w. L’ampiezza delle oscillazioni e
piccola in modo che si possa usare 'approssimazione sopra suggerita per il potenziale. Se per t; — —o0
oscillatore sta nel suo stato fondamentale, calcolare con il metodo perturbativo al primo ordine in ¢2 la
probabilita che per t5 — 400 esso si trovi in uno stato eccitato. Non € necessario calcolare esplicitamente
gli integrali.

Esercizio 12. (8Giu99) — Un elettrone ¢ immerso in un campo magnetico uniforme di intensita By diretto
lungo Passe z. Trascurando i gradi di liberta di traslazione, scrivere a) la hamiltoniana Hy del sistema e
determinarne b) gli autovalori e c) gli autovettori.

Il sistema si trova in un autostato di Hg quando viene perturbato, per un tempo 7T, da un campo
magnetico oscillante B coswt diretto lungo 'asse = (B = costante). Usando la teoria delle perturbazioni
al primo ordine in B, d) calcolare la probabilita di transizione ad un altro autostato per ¢t > T (spin-flip).

Esercizio 13. (27Lug99) — Un oscillatore armonico bidimensionale di massa m e frequenza angolare
w si trova in uno stato stazionario ¢, n,. Il sistema viene quindi perturbato mediante un termine di
interazione dipendente dal tempo della forma

HY = f(t)(z +y)*,

dove z,y sono le coordinate della particella e f(¢) € non nulla solo nell’intervallo 0 < ¢ < T.
Usando la teoria delle perturbazioni dipendente dal tempo (al primo ordine), dire

a) quali sono i possibili risultati se si misura I'energia del sistema al tempo ¢t > T’

b) la probabilita che il sistema si trovi in uno stato con numeri quantici scambiati.

Esercizio 14. (23Set99) — Una particella di massa m e carica ¢, vincolata a muoversi su un segmento
di lunghezza a (0 < z < a), si trova nello stato fondamentale quando viene sottoposta, per un tempo
limitato T, all’azione di un campo elettrico oscillante £ cos wt diretto lungo x. Determinare la probabilita
di trovare la particella in un generico stato eccitato al tempo ¢ > T (all’ordine pit basso in &).

Esercizio 15. (11Gen00) — Un oscillatore armonico bidimensionale anisotropo (particella di massa m e
carica ¢) ¢ descritto dalla hamiltoniana

_ i tpy | mwie® + megy®
- 2m 2

H©O©




Per t = 0 loscillatore si trova in un generico stato stazionario con numeri quantici nq,ns quando viene
sottoposto, per un tempo 7', all’azione di un campo magnetico uniforme ortogonale al piano

B = Bk; B = costante.

a) Si scriva la hamiltoniana del sistema in presenza del campo magnetico trascurando i termini di ordine
superiore al primo in B; b) si calcoli perturbativamente al primo ordine in B la probabilita che I'oscillatore,
al tempo ¢ > T, si trovi in uno stato stazionario con numeri quantici scambiati; c¢) si determinino i possibili
valori di n1,ns per i quali tale probabilita ¢ non nulla.

Esercizio 16. (30Mag00) — Di un oscillatore armonico tridimensionale e isotropo, di massa my, frequenza
angolare w e carica ¢ si misura l’energia e la componemte del momento angolare lungo z, trovando
rispettivamente i valori 5hw/2 e 0.

a) Scrivere la funzione d’onda del sistema dopo le due misure.

Il sistema viene immerso, per un tempo 7', in un campo elettrico costante £ diretto lungo x. Usando la
teoria delle perturbazioni al primo ordine,

b) calcolare la probabilita che al tempo ¢ > T' il sistema si trovi in un generico autostato.

Esercizio 17. (18Nov02) — Un sistema fisico & costituito da una particella di massa m e carica ¢ soggetta
ad una forza elastica F' = —k7. Il sistema si trova inizialmente in un autostato generico quando viene
sottopoto all’azione di un campo elettrico uniforme &, per un tempo 7. Si osserva il sistema al tempo
t > T e si misura l'energia. Usando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in |£|, determinare:

a) la probabilita di trovare il sistema in uno stato diverso da quello iniziale;

b) la probabilita che I’energia non sia cambiata.

Perturbazioni dipendenti dal tempo - Soluzioni

Soluzione 1 (7Gen94). — Riferimento: §12, §14.
Calcoliamo gli elementi di matrice della pertubazione V = —¢€x fra uno stato generico e lo stato fonda-
mentale dell’oscillatore armonico. Si ha

h h
= —qE\] — T = —gEy) ——
VnO qg 2w (wnv (CL +a )QZ}O) qg 2w 6n1 .

Quindi 'unico contributo non nullo si ha per n =1 (w19 = w). Per le probabilitd otteniamo

2
iy = 2

/1 E(t) cos(wrt) dt
0

hmw

e zero in tutti gli altri casi.

Soluzione 2 (23Giu94). — Riferimento: §12, §14.
Usando gli operatori di creazione e distruzione si ha

h
H' = 27671—&_“‘/7(“ tah?,
da cui facilmente si ricava
1 Ry t t eh_ - N/
Hy = € ([a+ a1k, [a + a'ly) = e <\/E51 k-1 + VEk 416 k+1) -
2mw 2mw ’ ’

L’unico elemento non nullo ¢ Hy, (k > 0). La probabilita che il sistema si trovi in tale stato dopo la
perturbazione ¢ data da
? e? 1

©2m2w? 14 4w?7?

1 g2 o i
|aéo)|2 — o ‘/ 67|t\/7621wt ,dt
m2w? | J_




Soluzione 3 (16Dic94). — Riferimento: §8, §14.
La perturbazione V' & una funzione dispari e percio tutti gli elementi di matrice di V' fra uno stato pari
e lo stato fondamentale (che ¢ pari) sono nulli. Si ottiene

v (. Vi) 0, n > 1 dispari,
= s = emat? (L) /202 .
! ! de P ((,,32)_9)(722_1?) , n Z 2 pari,
_ w2(n?—1)
Wnl = 8ma?

Per calcolare le probabilita possiamo integrare in ¢ fra —oo e +00. In questo modo si ha

) 0 n > 3 dispari,
|an1| 16me2e™“no/ 2™ n?(n?-5)2
ah? (n2-9)2(n2-1)2 »

n > 2 pari .

Come al solito, la probabilita che il sistema rimanga nello stato fondamentale & data da

o0
o> =1=>"lam|*.

n>1

Soluzione 4 (28Feb95). — Riferimento: §14, §7 oppure §8.

Prendiamo la buca simmetrica || < a/2. La perturbazione V' = — fx ¢ una funzione dispari di . Questo
significa che gli elementi di matrice di V' fra lo stato fondamentale (che & pari) e un qualunque altro
autostato pari sono nulli. Si ha

n > 1 dispari ,

0,
an - ('@[}navwl) { ( )n/2 8afn

22—z > N =2 pari,
20,2 2
w2 (n® —1)
w = — n>1.
nl 2ma2 ) =
Le probabilita di transizione ai vari livelli sono date da
) 0, n > 3 dispari,
a,, 2 2. 2 2 .
| | {h‘;’iln&zf T sin h ”4("7;12 I)T} n > 2 pari .

La probabilita che la particella rimanga nello stato fondamentale & \agll) P=1-3, |a(1)|2.

Soluzione 5 (20Apr95). — Riferimento: §12, §14.
Gli elementi di matrice del potenziale perturbativo V' = f(t)g1¢2 sono dati da (4, k,r,s > 0)

W5 VD) = F(0)(65, 0160) (1 d2bs)
= % [\/7_"5j,r71 +Vvr+ 15j,r+1] [\/551@,571 +Vvs+ 16k,s+1} ,

Vik,rs(t)

dove ¢; sono gli autostati dell’oscillatore armonico unidimensionale. Lo spettro del sistema imperturbato
e EJ(Z) = (j+k+1)hw e dunque wjirs = (j +k —r — s)w. Se (0,T) & l'intervallo temporale durante il
quale agisce la forza, allora si ha

T
(€ _ —iWjk,nynyt
ajk,mnz(T) o E/ et Vﬂ'kmma(t) dt .
0
Al primo ordine, la probabilita che i numeri quantici siano scambiati ¢ data da |a£,12)n1,mn2 (T)|? ed &
diversa da zero solo se |ng — ni| = 1. Per la simmetria del problema, & sufficiente considerare il caso
ny = nq + 1. Si ottiene

|an1+1 ni,ni n1+1(T 2 =

1
ny + / £(b) dt

2mw




Soluzione 6 (24Apr95). — Riferimento: §7, §14.

Si vede immediatamente che la funzione d’onda e data dalla sovrapposizione del primo e del terzo livello
eccitati. Cioe 1(x,0) = [po(x) + ¢a(x)]/V/2. b, sono gli autostati della particella nella buca. Si & posto
A = \/a (normalizzazione). Gli unici possibili valori in una misura dell’energia sono Eo = 2h%*72/ma? e
E4 = 8h*n? /ma?® entrambi con probabilita 1/2. L’energia media ¢ data da

_ @Jr% 5h2m2

E =
2 2 ma?
Il potenziale perturbativo ¢ V = —Ex e i coefficienti non nulli a ¢ = 0 sono
1

GQ(O) = a4(0) = ﬁ .

Nella somma che da i contributi al primo ordine sopravvivono due termini. E richiesta la probabilita di
transizione allo stato fondamentale e dunque

a(l)(T) = —L/T (7128 (1, mha) + €4 (1, ws)] dt
' inv2 Jo ’ ’ ’
Wz o (16aEN? [ [sin(winT/2)]° | [2sin(w147/2)]?

D@ = 2(%2) {[ = } + [

4sin(w12T/2) sin(w14T'/2)
+
25&)12&)14

cos((w1g — wlZT)/Q)} .

Soluzione 7 (27Mag96). — Riferimento: §12, §14. o
Conviene scegliere I’asse z parallelo al campo magnetico e A = B x 7/2. In tal modo la hamiltoniana del
sistema diventa

eB

H=Hy+V +O0(B2) = Hy — g L=t o(B?), L. = —ih(ala, — azal) .
Per gli elementi di matrice si ottiene
ieBh
Vin = e { (e + 1)ny 6nw+17kw6ny_1;k7y - nx(ny +1) 6”1_17kw6ny+17ky On.k. -

Si vede quindi che le transizioni possono avvenire solo fra stati con la stessa energia (n, +n, = 0). La
probabilita di transizione ad uno dei due stati permessi (se 95 rappresenta uno stato eccitato) ¢ data da

2 p272
12 e“B*T

la; 17 = W[”z(”y*U}
e2B27?

La probabilita totale di transizione (senza fissare lo stato finale) & la somma delle due.

Soluzione 8 (27Giu96). — Riferimento: §14, §12.
Conviene scrivere L, in termini di operatori di creazione e distruzione. Si ha

h [w h [wy
Lz:% w_z(aw"'al)(ay_az)_i —(ay—l—a;[l)(aw—al).

Wy

Applicando questo operatore allo stato fondamentale si ottiene

h w Wy
L, oo = o [,/—y - U—} Y11
i Wy Wy
e per gli elementi di matrice
(1) eh Wy Wy —|at|
<¢11,H %0) =—— |,/—2—,/—|e .
21 Wy Wy



Tutti gli altri sono nulli. Per la probabilita di transizione dallo stato fondamentale allo stato 17 si ricava

8[ [9 _ /%]/ o-latl gilwatwy)t gy
2 Wy Wy | J 0o
£202 (we

— Wy)2 .
[0% + (wz +wy)?]*  wowy

2
(1)
’au,oo

’ 2

Si osservi che se w, = wy anche questa transizione non ¢ permessa. In questo caso infatti lo stato
fondamentale & invariante per rotazione attorno a z e dunque ¢ un autostato di L, (ossia dell'intera
hamiltoniana).

Soluzione 9 (70tt97). — Riferimento: §19, §14.
Se si trascurano i gradi di liberta traslazionali la Hamiltoniana imperturbata &

_ h
Hy=-M-B=—pByo., M:—ﬂ-
2me
Si ottiene banalmente

1

X+ = (0) ) E+:7M30:hwa
0

X- = E E_=uBy=—-hw.

La perturbazione ha la forma
H' =—-M B = —pbe g, .

Supponendo che elettrone si trovi nello stato y_ al tempo T' < —1/«, la probabilita di trovarlo nello
stato x4+ al tempo T > 1/« & data dalla formula (al primo ordine in b)

‘a(l) ‘2"“ —_,ub (X5 TzX—) /OO e—altl eintdt2: 204—,ub 2
+— ih +r Yz X~ . ﬁ(a2+4w2)

Soluzione 10 (28Gen98). — Riferimento:§14, §17, §22.

Poiché la perturbazione commuta con il quadrato del momento angolare e con la hamiltoniana impertur-
bata, le possibili transizioni avverranno solo fra stati che differiscono per il numero quantico m. Ricodiamo
che

h _
wanlm = 5 (Cl—:_n'(/}nl,m—i-l + Clmwnl,m—l) ) len = \/l(l + 1) - m(m + 1) )
per cui gli elementi di matrice della pertubazione sono

ah
2
Si hanno due possibili transizioni date da ¥pnim — Ynim=+1, che ovviamente sono stati con la stessa
energia. La probabilita di transizione al primo ordine ¢ data da

2
T
a
Cct / dt
9 Il,m¥F1 0

Hr(L%Zn,n’l’m/ =a (z/}nlma L$wn’l’m’) = (Cﬁm/(sm,m’+1 + ij/(sm,m’fl) 5ll’6nn’ .

a2T?2
= f fl4+1)—mimF1).

,Pmﬂm:i:l =

Soluzione 11 (17Set98). — Riferimento: §14 §12.
Se {x,y, z} sono le coordinate di una generica particella di carica g che interagisce con la carica in moto,
per la sua energia potenziale si ha

2
Viz,y,2) = d = V(0,0,0) + VV(0,0,0)7 + o(x?, 32, 2%)

ViE=XP+y-Y)+ (2= 2)
q> ¢ (ax + vty)

= = 2,2 2
o (a2 +’U2t2)1/2 + (a2 +U2t2)3/2 +O(£L’ Y,z )




All’ordine richiesto, per 1'oscillatore armonico si ha quindi H = Hy + H’, dove Hy ¢ la hamiltoniana
dell’oscillatore e la perturbazione dipendente dal tempo ¢

I g ¢*(az + vty)

- (a2_~_1)2t2)1/2 (0,2+U2t2)3/2 :

Gli elemeti di matrice di H' fra lo stato fondamentale dell’oscillatore 1ygg € uno stato eccitato qualunque
Yijr (147 + k> 0) sono

Hijnooo = ik, H'vooo)
h & T T
- 2mw (a2 + v2t2)3/2 [a (Yiji; (az + al)tbooo) + vt (Yijn, (ay + af)vooo) ]
h q>

= T (a2 n v2t2)3/2 (a6i16j0600 + vt6i05j1600) .

Come si vede, si hanno transizioni possibili solo al primo livello eccitato. Si ha

zwt/2

/ a2 +v2t2 3/2 dt
teuut/2

010,000 = / a2 +v2t2 3/2 dt .

La probabilita di transizione ad un livello eccitato qualunque & quindi

100,000

P = |ao10,000]” + |a010,000/°

Soluzione 12 (8Giu99). — Riferimento: §13, §19.
Se si trascurano i gradi di liberta di traslazione, la hamiltoniana imperturbata diventa

eBo o hle‘Bo
z 2mc zZ

Hy=—

me)

che ha autostati e autovalori dati da

(1 (0 . h|€|BO .
X+—(O>a X—<1>7 Ei—i%—ihw(%

La perturbazione e

g eBcoswt  hle|Bcoswt
B me) 2me "
che ha elementi di matrice

Tile| B cos wt

1
HL% = (x&, HVx5) = 2me

Supponendo che lo stato iniziale sia x, la probabilita di transizione al primo ordine in B diventa

2 1 [T 2
(1) ‘ — H(l) 2iwot dt
’a+— ih /O +=€
e2B? | [sin[(2wo + w)T/2]1°  [sin[(2wo — w)T/2]1°
+
4m2c2 2w + w 2wy — w

2cos(2w0T) sin[(2wg + w)T'/2] sin|[(2wg — w)T/2] }
4wg 4 w? '



La transizione inversa si ottiene semplicemente con la trasformazione wyg — —wy.
Questo problema si puo trattare anche esattamente risolvendo I'equazione di Schrédinger dipendente dal
tempo.

Soluzione 13 (27Lug9%9). — Riferimento: §12, §14.

L’energia del sistema prima della perturbazione ¢ E,,,, = (n1 +n2 + 1)iw = E, (n = ny + ng). Per
trovare i possibili valori dell’energia dopo la perturbazione si devono trovare tutti gli elementi di matrice
non nulli della perturbazione. La parte che interviene in questo calcolo & soltanto (x+y)? = 22 +y2+2xy.
Il fattore temporale contribuisce nel calcolo delle probabilita. Poiché la perturbazione ¢ quadratica, ci
aspettiamo una (eventuale) variazione di energia di due quanti (2hw). Posto A = h/(2mw) e usando le
proprieta degli operatori di creazione e distruzione si ricava facilmente

2Py = Alag +al)’h; = A [\/ (1 — )iy + (20 + 1)t + /(@ +1)(i + 2)¢i+2,3} ,

ayby; = Alag +al)(ay +al)py; = A [\/Tji/}i—l,j—l +Vi(J + Dio1 1
V(i +1)jvisr -1+ V(i+ 1) + 1)1/)i+1,j+1] :
da cui segue che le possibili transizioni dovute al termine z? vanno dallo stato iniziale 1,,,,, agli stati
finali 9,,, +2.n, (per y? vale ovviamente lo stesso discorso, basta scambiare n; con ng) metre quelle dovute

al termine misto vanno dallo stato iniziale agli stati ¥y, +1,n,41 € ¥n,+1,n,71. Si vede che per tutti i casi
la somma dei numeri quantici cambia di due unita (o rimane la stessa). Dunque

n—mnn—2n+2, E, — E,, E, £2hw.

Questo e vero se n < 2. Per n < 2 I'energia rimane la stessa oppure aumenta di due quanti.
Scambiando i numeri quantici n non cambia e cio significa che la probabilita che i numeri quantici siano
scambiati per effetto della perturbazione & non nulla solo se i + j = n. Si vede che solo il termine misto
puo portare ad una situazione di questo tipo e soltanto se [ng — ny| = 1. Supponendo di essere in uno di
questi due casi (ad esempio ne = ny + 1) si ricava

2

1
|a£n)+1 ni,nyni+1 (T) |2 =

mw

”1“/Tf<t>dt
0

(vedi Perturbazioni dipendenti dal tempo, problema 20Apr95).

Soluzione 14 (23Set99). — Riferimento: §14.
La perturbazione ha la forma V = —¢€x coswt i cui elementi di matrice fra lo stato fondamentale e un
generico stato eccitato sono

2g€ coswt [* . nmx | Twx 0, n=23,57,..
Vi = ——m— sin — x sin — dx = { 8ga&n coswt —92.4.6
a 0 a a Emzrnz 0 =450,
Sen=3,5,7,... la probabilita di transizione & nulla, mentre se n = 2,4,6, ... si ha
2
8qa& T )
Pner)y = 72(1& " / coswt e™rtt dt
m2h*(n? 4+ 1)2 Jo
B [ 8qa&n ]2 gin? (@twn)T N sin? 7(“’7“;"1”
B 7r2h2(n2 +1)2 (w4 wn1)? (W — wp1)?
.« (wtwn))T s (w—wn1)T
2 sin ~r s sin —ms coswT
w? +why ’

dove w1 = (B, — E1)/h = hn?(n? — 1)/(2ma?).

Soluzione 15 (11Gen00). — Riferimento: §14, §12.



Scegliendo il potenziale vettore della forma A = B x r/2, la hamiltoniana del sistema in presenza del
campo diventa

1
H=_—(@p+p)+

m
2m 2

(w2a? + w2y?) — ﬁBLZ +0(B%) =HO + g

Conviene scrivere la componente L, del momento angolare in termini di operatori di creazione e dis-
truzione. Si ha

h [wy
1= 51— (ay +af)(a; —al).

w
L. = — Y(a. T _
. . z@L"’%)(% a 2\ o,

Ricordando come agiscono gli operatori di creazione e distruzione sugli autostati dell’oscillatore armonico
ri ricava

L.Ynin, = —% { {, / Zj—i — \/%} {\/n1n2¢m—1,n2—1 — v (n1+1)(ny + 1)'(/)n1+1,n2+1:|
+ {\/? + 4/ :ﬁ} {\/ (n1 + 1)notn, 4+1,n0—1 — V11 (n2 + 1)7/)n1—1,n2+1] }
z y

e per gli elementi di matrice della perturbazione

Bqgh | 1 r—
(djrsaH(l)wThnz) = - .q Yy Y= X
dime [\ we | wy |
|:\/ n1n26'r,n171 s,mo—1 — (nl + 1)(”2 + 1)5r,n1+168,n2+1i|
B - -
- .qh Yy + il X
dime [V we | wy |
|:\/ (’I’Ll + 1)”26r,n1+1§s,n271 -V nl(nQ + 1)57’,n17168,n2+1} .

Per avere numeri quantici scambiati si deve prendere r = ny e s = ny e in tal caso si vede che gli elementi
di matrice sono non nulli solo se n; e ny sono numeri consecutivi. Senza perdere in generalita si puo

supporre ny = ny + 1 e quindi
T 2
¢B(n +1) [ [9v | /&] / pilwa—w)t g
4mc Wy wy | Jo

2
_ [qB(nwl)r (W + w,)? [n(”]

2me Waly Wy — Wy

(7]

(€]

2
a
(n1+1)n1,n1(n1+1) ’

Si osservi che se w, = w, la probabilita di transizione non dipende dalla frequenza ed ¢ proporzionale a
T2

Soluzione 16 (30Mag00). — Riferimento: §12, §14.

L’energia misurata e quella del primo livello eccitato, che e tre volte degenere. La funzione d’onda &
dunque una combinazione arbitraria delle funzioni di Hermite ®199, P10, Poo1 € dunque una funzione
della forma

Y(x,y,z) = (Az + By + C’z)e_mz/2 , o= % )

con A, B,C costanti arbitrarie. La funzione precedente si puo scrivere in coordinate polari e quindi
sviluppare la parte angolare in armoniche sferiche. Senza applicare formule generali, basta osservare che
x e y sono combinazioni lineari delle armoniche sferiche Y7 e Yfl mentre z & proporzionale a Y". Poiche
il valore del momento angolare lungo z & nullo, solo armonica sferica Y;? deve comparire nella funzione
d’onda. Si puo dunque concludere che il sistema si trova nello stato

Yy, z) = @ =Dre 2y pp=5/¢
,y,Z)— 001(557?%2)— re 1 | | - 3 T .



La perturbazione ha la forma

A
V= —qfx=—q&,/ 2m0w(% +al),

h
Vip = V&g = —¢€ Ey— D .
mow

da cui

Si vede dunque che dopo la perturbazione (al primo ordine nella teria delle perturbazioni), il sistema
puo trovarsi soltanto nello stato ®19; con probabilita |a%)1’001|2 oppure ancora nello stato iniziale con
probabilia 1 — |ajg) oo, |2 Si ha

2

1
ih
24282 g wT

= sin® — .
mohw3 2

T
|a%)1,001|2 = /0 e (D191, V®oo1) dt

Soluzione 17 (18Nov02). — Riferimento: §12, §14.

Senza perdere in generalita si puo scegliere 'asse x nella direzione del campo elettrico £. In tal modo la
perturbazione diventa V' = —g€x e agisce per un tempo T'. Per calcolare le probabilita richieste, occorrono
gli elementi di matrice della perturbazione fra lo stato iniziale 5z e uno stato generico v; = 1, j,j,. A
questo scopo conviene porre

q€

V=—qfzx=-— (am+al), a=—,

5

da cul si ha facilmente

Vﬁ3 = (1/}7_“ ng) = = (¢n1n2n37 [aw + ajc]'@[]ﬁjgjs)

[}
[\
5®

€ /7 NG
- ——\/204 (wn1n2n37 j1'¢(j171)j2j3 vt 1¢(j1+1)j2j3)
q€ - /=
- 77\/2& ( v ]15n1(j1—1)5n2j26713j3 t Vit 157l1(j1+1)5"2j26”3j3> '

Si possono avere transizioni solo fra stati il cui primo numero quantico differisce di una unita. I soli
elementi di matrice non nulli sono pertanto

ny+1 [n1
anngng,(nl—l)ngng = _qg T P Vn1n2n3,(n1+1)n2n3 = _qg 2_ .

La probabilita di trovare il sistema in uno stato eccitato generico diverso da v, n,n, € sempre nulla tranne
che per i due livelli ¢, £1)n,n,- Al primo ordine, questa ¢ data da
T .
et t dt
J

2
0 o ur g

Pny —mni—1) =

a’nlnzng,(nl—l)ngng - 2aﬁ2

2(ny + 1)¢2E2 sin?(WT/2)
mhw3

b

2
202

& 2 = M €
ninang,(n1+1)nang

P +1) = =4
(1 = +1) la 2ah?

T
/ efiw t dt
0

2n1¢%E? sin (WT'/2)
mhw?




La prima espressione perde di significato se ny; = 0, vale a dire se lo stato iniziale & quello fondamentale.
In tal caso si ha una sola transizione possibile. La probabilita di trovare il sistema in uno stato diverso
da quello iniziale &
2¢%£? sin?(wT/2)

mhw3

P=P0—1)=
se lo stato iniziale ¢ quello fondamentale, mentre in generale si ha

2(2n1 + 1)¢2E%sin*(wT'/2)
mhw3

P=Pni—n—1)+Pni—n+1)= .
La probabilita che I'energia non sia cambiata coincide con la probabilita che il sistema rimanga nello
stato iniziale, che ovviamente vale 1 — P.

Teoria semiclassica della radiazione - Testi

Esercizio 1. (110tt94) — Un punto di massa m e carica e & legato all’origine da una forza centrale
elastica in modo da formare un oscillatore armonico tridimensionale di frequenza angolare w. Si chiede:
a) le condizioni di validita dell’approssimazione di dipolo elettrico nel calcolo della probabilita di emis-
sione di fotoni; b) dato un livello eccitato, calcolare, con il metodo perturbativo al primo ordine e
nell’approssimazione di dipolo elettrico, la probabilita di emissione di fotoni ed indicare le eventuali
regole di selezione.

Esercizio 2. (3Feb97) — Una particella di massa m e carica elettrica ¢ ¢ vincolata alla circonferenza
22 + y? = a?. Si trovino gli autovalori e le autofunzioni dell’energia. Il sistema & immerso in una
radiazione elettromagnetica omogenea ed isotropa con densita spettrale u(v). Usando 1'approssimazione
di dipoo elettrico si calcolino le probabilita di transizione per unita di tempo tra i vari livelli. Si discutano
le condizioni di validita dell’approssimazione e le regole di selezione.

Esercizio 3. (24Giu97) — Una particella di massa m e carica elettrica ¢ ¢ vincolata a muoversi su di
un segmento di lunghezza a. Si calcoli la vita media del primo livello eccitato (nell’approssimazione di
dipolo elettrico).

Esercizio 4. (23Set98) —
Un oscillatore armonico lineare di massa m, frequenza v e carica elettrica ¢ si trova in uno stato stazionario
con energia F,,. Usando 'approssimazione di dipolo elettrico, si calcoli la vita media del livello.

Teoria semiclassica della radiazione - Soluzioni

Soluzione 1 (110tt94). — Riferimento: §23.

L’oscillatore nello stato vz ha energia E, = (n + 3/2)hw, (n = n1 + ng + ng) a cui corrisponde una
elongazione classica L? = % = 2(r?). Per avere una transizione, la lunghezza d’onda della radiazione
deve soddisfare la relazione \ > 2Z€¢ e affinche sia valida I’approssimazione di dipolo elettrico deve essere
A > L, dacui E,, < mc?. L’approssimazione di dipolo & valida se I’energia dell’oscillatore & molto minore
dell’energia di riposo. Gli elementi di matrice della componente = del vettore 7 sono dati da

[ h
xzﬁ = % [\/ n15k1n1—1 + V11 + 16k1n1+1} 6/627126/93713 -

Per rotazione ciclica degli indici si ottengono gli elementi di matrice di y e z. Si vede dunque che le sole
transizioni permesse sono quelle per cui n = n; +ng +n3 — n+ 1 (regole di selezione) a cui corrisponde
I’emissione o l'assorbimento di un fotone di frequenza vyorone = w/2m.



Fissata l’energia (cioe ), si hanno tre possibili transizioni spontanee agli stati n; — n; —1 (i = 1,2,3)
rispettivamente con probabilita per unita di tempo

2
spontanea __ defw R .y
nimni=l T 3Red omw

La probabilita di emissione di fotoni e la somma delle tre e dunque

2
spontanea __ dew R n
non—l 3hed 2mw

Soluzione 2 (3Feb97). — Riferimento: §11, §23.
La probabilita di transizione (indotta) per unita di tempo nell’approssimazione di dipolo elettrico & data
dalla formula

. 2 _
d 2
W = ()| dil
dove hv = |E,, — E|/h e dgy, SONO gli elementi di matrice del dipolo elettrico rispetto agli autostati

dell’energia del sistema imperturbato. In questo caso si ha

etne hi2n?
vn = B = e

n=0,1,2..

_ , _ i —ip _ i _ omip _
d = qr = qa(icos v + jsing) = qa (e 4_26 i—i—e 2_6 j) ,
i

da cui

-, ¢ka? ) . qa?
|dkn‘ = T (¢k7¢n+1 + ¢n—1)| + |(wk71r/)n+1 - 1%—1)\ = T(dk,n—&-l + 5k,n—1) .
Si vede dunque che si hanno transizioni solo fra stati consecutivi (An = =£1 regole di selezione). Poiche

la probabilita di transizione indotta € uguale in entrambe le direzioni, scegliamo k = n + 1. Otteniamo

indotta __

n+len 3h2 U(V)

v=(Ens1—En)/h

L’approssimazione vale se la lunghezza d’onda della radiazione ¢ molto maggiore di a.

Soluzione 3 (24Giu97). — Riferimento: §23, §7.

Il sistema puo passare spontaneamente dal primo livello eccitato con energia E5 allo stato fondamentale
con energia Fp per I'emissione di un fotone di energia iw = E5 — F7. La probabilita di transizione per
unita di tempo, nell’approssimazione di dipolo elettrico, ¢ data da

403
3he3

wspontanea —

|da1|? dor = q(Y2, 211) .

d = qx ¢ il momento di dipolo elettrico. In questo caso si ha
2 (¢ . 27x | 7wz 16qa 3hm?
dop = — sin — sin — x dx = w=—>=.
a Jo

a a 972’ 2ma?

Poiché wsPentanca rappresenta la probabilita di transizione per unita di tempo, la vita media del livello &
data da 7 = (w®Pontanca)=1 ¢ dunque
Im3ciat
T= .
128h*m2¢2

Soluzione 4 (23Set98). — Riferimento: §23, §12.



La vita media del livello & data dall’inverso della probabilita (per unita di tempo) di transizione spontanea
per emissione di fotoni. Nell’approssimazione di dipolo si ha

3
spontanea __ 4wnk |d ‘2
n—k - 3hc3 nkl -

Per ’oscillatore armonico, gli elementi di matrice del momento di dipolo elettrico sono

h
Aok = q(n, 2%1) = ) D (¥n, (a+ al)ipy)
= (J\/i 2L(\/E6n,k—1 +VEk+ 16, 141) -
mw

Per avere una transizione spontanea lo stato finale deve avere energia inferiore e dunque si ha che 'unico
stato finale possibile ha numero quntico n — 1. In tal caso si ottiene

don—1=q\/ 5— Wnn—1 = hw = hv.

Per la vita media del livello si ha infine

_ 3rmed 1
h3¢2v2

Maggiore e ’energia dell’oscilltore e piu breve e la vita media del livello.

Meccanica statistica quantistica - Testi

Esercizio 1. (16Feb95) — Un corpo rigido con simmetria sferica ha momento di inerzia I. a) Usando la
relazione tra energia di rotazione e momento angolare, determinare i livelli energetici (solo energia cinetica
di rotazione); b) scrivere la funzione di partizione canonica (quantistica) ed il valore medio dell’energia
a temperatura T (lasciare indicate le serie); ¢) mostrare che nel limite classico (h — 0) 'energia media
tende al valore previsto dalla meccanica statistica classica (suggerimento: interpretare il limite della serie
come un integrale).

Esercizio 2. (18Feb98) —
Una particella di massa m si muove sulla semiretta > 0 con una barriera impenetrabile nell’origine ed
¢ soggetta al potenziale

Si calcolino i livelli energetici e I’energia media della particella quando interagisce con un termostato a
temteratura 7'.

Esercizio 3. (21Lug98) — Una particella di massa m ¢ libera di muoversi in una scatola cubica di volume
V = a? ed ¢ in contatto termico con un termostato a temperatura 7.

a) Scrivere l’espressione esatta (sotto forma di serie) per l'energia media del sistema.

b) Trovare un’espressione approssimata per I'energia media valida per basse temperature.

¢) Usando I'indentita di Jacobi

+oo pon +oo
2 / 2 2
E e—on® — n E e~ /o ,
«

n=—oo n=—oo

trovare un’espressione approssimata per ’energia media valida per alte temperature.



Meccanica statistica quantistica - Soluzioni

Soluzione 1 (16Feb95). — Riferimento: §17.
La hamiltoniana del sistema & data da H = L?/2I e quindi gli autovalori sono proporzionali a quelli del
momento angolare, cioe

B2+ 1)

E=— d=20+1 1>0
l 27 3 l +1, Z Y,

dove d; rappresenta la degenerazione. La funzione di partizione canonica e l’energia media a temperatura
T = 1/k0 sono date da

oo

Z =Y (2 +1)e ", (E)p = —0slog Z = — ZZH—IEle B
=0 =0

Per fare il limite /i — 0 poniamo z; = fi(l + 1) per cui

2 _ n?

T
El: l2I4a dl:_7 <E>T::

B et
2R we P2

Nel limite in cui &7 — 0 le somme precedenti diventano integrali di Riemann con le sostituzioni ; — = e
o0 oo . .
Ry 2o — [y dx. In tal modo si ottiene

(E)r = —0p log/ we 0721 gy — —0s logé =rT,
0

che ¢ il risultato che si ottiene dalla meccanica statistica classica secondo il teorema di equipartizione
dell’energia (il sistema ha due gradi di liberta).

Soluzione 2 (18Feb98). — Riferimento: §12.
Le funzioni di Hermite sono soluzioni dell’equazione agli autovalori, pero solo quelle dispari si annullano
nell’origine. Pertanto gli autovalori dell’energia sono

k
En:(n—&—%)hw, w=1/—, n=13,5,...
m
Il valore medio dell’energia si ricava dalla formula
_ 0
EF=——logZ,
9
dove la funzione di partizione quantistica e
Z BE Bh /Qi (2k+1)Bh e 30hw/2
Z = e PEn = 7PN e~ Y el
1— 672,677,(4;
autovalori k=0
Prendendo il logaritmo e derivando si ha infine
_ Jhw 2hw
E=— tam_1
Soluzione 3 (21Lug98). — Riferimento: §7.
L’energia del sistema ha la forma
hin?
Eﬁzm(n%‘an*Fn%), TL1,TL2,TL221,



da cui segue

> 3 > 2 h27T2
—BEn _ _ - _
Zs = E e P — (7)) | Z) = E e~ a—2ma26.
ni,n2,n3=1 n=1

a 1 = 7L27T2 3 > 2
EF=——1log /s = — E‘ﬁ —BEn _ -~ 2 _—an )
95 0g 43 73 Z e oma? 7, ;n e

ni,n2,n3=1

Per basse temperature (grandi valori di «) si puo effettuare il limite direttamente nell’ultima espressione
e si ottiene

oo —a(n?-
3122 {1 + 302, ne ( 1)} 35272
T 2ma? [1 +3, e*a(nLl)] ~ oma?

=E,.

Per fare il limite di alte temperature (o« — 0) si deve prima usare I'indentita di Jacobi

+o00 pon +oo
2 2 2
—an”® __ —1mn°/a
D e “Va Do e,

n=—oo n=—oo

valida per o > 0. Si ha

1 <= 1 [r = 1 [
A - —an? -1 I 771'712/042 ~—1 Ny el
1 + 5 Z e + 2\ o Z e + 2\ &

n=—oo n—=—oo

Prendendo la derivata logaritmica rispetto a —f3, per I’energia media si ottiene ovviamente il risultato
classico F ~ 3/0.

Varie - Testi

Esercizio 1. (4Gen95) — Una particella di massa m e carica ¢ si muove nel piano (z,y) ed é soggetta ad
un campo magnetico uniforme B perpendicolare al piano. a) Scegliere un’espressione per il potenziale
vettore A e scrivere la hamiltoniana del sistema; b) verificare che il commutatore fra le componenti della
quantita di moto

q q
Pw:pw__sz Py:py__A
C C

e una costante che non dipende dalla scelta di gauge; c) utilizzando le variabili P, e P, e I’analogia con
la hamiltoniana e le relazioni di commutazione di un oscillatore armonico unidimensionale, determinare
tutti i possibili valori dell’energia.

Esercizio 2. (20Feb96) — Un sistema & composto di una particella puntiforme di massa m che si muove
su di una retta e da una particella fissata nell’origine con spin 1/2. La seconda particella ha solo due
livelli energetici con energia +a. La hamiltoniana imperturbata e

Si consideri inoltre una interazione del tipo HV) = v(x)oy, dove v(x) & diversa da zero solo in un piccolo
intorno dell’origine. a) Si assuma che la prima particella sia vincolata a muoversi sul segmento |z| < L
con condizioni di periodicita agli estremi, cioe ¥ (—L) = ¥(L), e si calcolino gli elementi di matrice di
H®W tra i vari stati stazionari del sistema imperturbato; b) si consideri il limite L — oo ed usando la
formula aurea di Fermi si calcoli la probabilita che una particella incidente con energia maggiore di 2a
urtando la particella fissa la faccia passare dallo stato con energia —a a quello con energia a.



Varie - Soluzioni

Soluzione 1 (4Gen95). — Riferimento: §12.

Senza perdere la generalita possiamo scegliere B > 0. Scegliamo inoltre il potenziale vettore nella forma
A = B x 7/2, che & una soluzione di B = rot A per B uniforme. Questa soluzione soddisfa ’equazione
VA =0. Siha (si ricordi che I'impulso canonico ¢ p = —ihV)

qBy qBx . qB
Py =p. +——, Py =py———, Py, Py| = ih— .
Pzt 2c v =Dy 2c [ vl =i c
Poniamo Py, = P e P, = ¢BQ/c. In questo modo otteniamo
1 1 m§? qB
H=_—" P2 P2 _ _P2 o 02 O =1
2m( T 0 2m + 2 @ me’

che formalmente e la hamiltoniana di un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e frequenza
angolare 2. I livelli energetici (detti livelli di Landau) sono percio dati da
hqB
_ 1 _ 1
mentre gli autostati sono le funzioni di Hermite ¢,,(Q). In questa rappresentazione ) ¢ l'operatore di
moltiplicazione e P = —ih% ¢ lopearatore di derivazione.

Soluzione 2 (20Feb96). — Riferimento: §19, §16.
Lo spettro ¢ doppiamente degenere. Gli autostati e le energie del sistema imperturbato sono date da

1 inmTx 1 0
1/% = \/ﬁe /in, X+=(0)7 X=<1>7
h2 2,2
BY = S ta, nez.

L’operatore o, manda x4 in x_ e viceversa. Quindi per arbitrari k,n si ha

(wt HOw7) = (v, mOw) = 00

dove si & supposto che v(z) ~ v(0) per |z| < § e zero altrimenti. Il numero di stati (finali) con energia
minore di E (tenendo conto della degenerazione e fissata I’energia della seconda particella, +a) & dato da

2L+/2m(E — Lv2 dE
N<E:M — ANy = =¥

hm hr VE—a

dove dNg rappresenta il numero di stati (finali) con energia compresa fra E ed E + dFE e o la densita.
Usando la formula aurea di Fermi si ha

=y dE,

205 = 4mw(0)262
Ry

Si noti che la probabilita di transizione per unita di tempo & inversamente proporzionale a n (all’energia
della particella incidente).



